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VORWORT 


Dies ist der letzte von insgesamt sechs Bänden einer Gesamtdarstellung der 
Theoretischen Physik, von der die übrigen fünf in den letzten Jahren bereits 
erschienen sind. Die Zielsetzung der Gesamtreihe wurde im Vorwort des ersten 
Bandes ‚Teilchen‘ ausführlich erläutert. 

Zum Thema „Quanten und Relativität‘‘ werden hier nur diejenigen Gegen- 
stände behandelt, deren Erforschung so weit abgeschlossen ist, daß ihre Be- 
schreibung als ziemlich endgültig angesehen werden darf. Dies gilt für die Be- 
schreibung von Elektronen und Photonen sowie deren gegenseitige Wechsel- 
wirkung, nicht aber für die der übrigen Elementarteilchen. Deshalb wurde aus 
der ursprünglich umfassenderen Konzeption des Buches alles Weitere einstweilen 
herausgenommen und für einen späteren Zeitpunkt zurückgestellt, bis auch diese 
Probleme eine endgültigere Beschreibungsform gefunden haben. 

Das Anliegen dieses Buches ist zweifach: Es soll den der Theorie Ferner- 
stehenden vertraut machen (im Inhaltsverzeichnis fettgedruckte Abschnitte) mit 
der relativistischen Bewegung des Elektrons [1] und mit den in der Quantenelek- 
trodynamik zusammengefaßten Wechselwirkungsprozessen zwischen Elektronen 
und Photonen sowie insbesondere mit der auch für qualitative Diskussionen in 
den letzten Jahren so wichtig gewordenen Graphenschreibweise der Wechsel- 
wirkungsprozesse [2]. Dem spezieller interessierten Theoretiker soll das Buch als 
Einführung in die Quantenelektrodynamik dienen. Getreu dem Grundsatz dieser 
Buchreihe, jedes physikalische Problem mit den jeweils einfachsten Mitteln zu 
behandeln, konnte zum Verständnis der Quantenelektrodynamik auf eine Ver- 
wendung der Feldquantelung in gleicher Weise zunächst verzichtet werden, wie 
zum Erlernen der klassischen Mechanik nicht unbedingt die Beherrschung des 
Lasrangeschen Variationsprinzips Voraussetzung ist. In beiden Fällen ist die 
Deduktion der Theorie erst interessant und lehrreich für denjenigen, der sie auf 
induktivem Wege bereits erlernt hat. Außerdem erspart die anschließend in [3] 
dargestellte Feldquantelung nirgends etwas an erforderlicher Rechentechnik, 
sondern faßt diese lediglich in anderer Weise zusammen. 

Vorausgesetzt werden allgemeine Kenntnisse der speziellen Relativitätstheorie 
und der nichtrelativistischen Quantentheorie. Sie sind im erforderlichen Umfang 
in den Kapiteln [11] und [12] kurz zusammengefaßt. 

Als Maßsystem wird grundsätzlich das MKSA-System (Meter, Kilogramm, 
Sekunde, Ampere) verwendet. Die wichtigsten Konstanten der Quantenelektro- 
dynamik haben in diesem System die Werte &, = 8,854 : 10-12 As/Vm, 
h = h/2r = 1,054 : 10-3 Ws?, ce = 2,99793 - 10° m/s. Von Kapitel [24] ab werden 
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IV Vorwort 


diese Größen willkürlich durch 9=h=c=1 ersetzt. Dies hat zur Folge, daß 
Energie, Masse und Frequenz wegen E= mc = hw = hck die Dimension einer 
reziproken Länge erhalten (Wellenzahl k). Die Geschwindigkeit ist dimensions- 
los, wie c, desgleichen die Ladung e?/4re,hc = 1/137,04. Multipliziert man 
dagegen jede Größe mit solchen Potenzen von &,, A und c, daß sie ihre übliche 
Dimension erhalten, so entsteht der gewünschte Zahlenwert im MKSA-System. 
Für die Elementarladung zum Beispiel gilt e = Var/ 137,04 Y &hc = 0,303 Veohe 
= 1,602 - 10-1% As. So werden alle Zuordnungen zu den üblichen Maßeinheiten 
eindeutig, ohne daß die Größen &,, h, c explizit in den Formeln auftreten. 
Hinsichtlich der Metrik des vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuums sind die 
Konventionen #= et? — ? und #=1r? — c2t? üblich. Hier wird der ersteren 
der Vorzug gegeben, weil auf diese Weise fast alle physikalisch interessanten 
Vierervektoren wie p$ = (mc)? oder dx? = c? dr? positiv definit sind und alle 
physikalischen Gleichungen dadurch übersichtlicher werden. Um den Vergleich 
mit der anderen Metrik zu erleichtern, sind im Anhang [A 0] die wichtigsten 
Formeln der Theorie für beide Konventionen angegeben. 

Das endgültige Manuskript und die Korrekturen wurden von meiner Frau und 
Mitarbeiterin Dipl.-Math. E. F. Macke bearbeitet, der ich auch an dieser Stelle 
für die gehabte Mühe meinen besonders herzlichen Dank ausspreche. Ihr wie 
auch den Herren Dr. P. RENNERT, Dr. P. ZıescHe, Dipl.-Phys. G. LEHMANN, 
B. Prertrass danke ich für zahlreiche interessante Hinweise und Anregungen 
sowie für sorgfältige Hilfe bei der Durchführung der Korrekturen, an der sich 
freundlicherweise auch die Herren Dr. R.LEnKk, Dr. B. Peeer, Dipl.-Phys. 
G. BESSNER, G. DIENER, W. JoHn, H.Wonn sowie K. GÜNTHER und G. KoKscH 
beteiligt haben. Der Akademischen Verlagsgesellschaft Geest & Portig K.-G. und 
dem Leipziger Druckhaus sei für ihre aufgeschlossene Zusammenarbeit gedankt. 


Dresden, den 1. März 1963 WILHELM MAcKE 


VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE 


Der kurzfristig notwendig gewordene Nachdruck der ersten Auflage enthält 
als Anhang die mathematische Auswertung der in [284] bis [286] eingeführten 
Größen &(p), //(k2) und A,(p’,p). Darüber hinaus konnten die inzwischen be- 
kanntgewordenen Druckfehler beseitigt und sonstige kleinere Verbesserungen 
durchgeführt werden. 


Dresden, den 15. April 1964 WILHELM MAcKE 
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1 DirAcsche Theorie des Elektrons 


In diesem Teil wird eine quantenmechanisch und relativistisch korrekte Be- 
schreibung für die Bewegung eines einzelnen Elektrons im äußeren elektro- 
magnetischen Feld gegeben. Zum Auffinden der geeigneten Gleichungen wird 
zunächst in Kapitel [11] die Bewegungsgleichung des klassischen, relativistischen 
Elektrons genauer studiert. In Kapitel [12] wird das für die Quantelung nicht- 
relativistischer mechanischer Systeme übliche Schema kurz und übersichtlich dar- 
gestellt. Für eine ausführliche Behandlung der in [11] und [12]zusammengestellten 
Voraussetzungen dieses Buches muß auf die Bände [F 7] und [Q] verwiesen 
werden. 


Beim Aufsuchen einer relativistischen Gleichung, auf die das Quantenschema 
anwendbar ist, entsteht die DirAacsche Gleichung des Elektrons. Sie enthält eine 
vierkomponentige Wellenfunktion, stellt also im Grunde ein Gleichungssystem 
dar. Ein Teilchen, das dieser Gleichung genügt, führt Eigenrotationen durch, die 
sich als Eigendrehimpuls, als sogenannter Spin, zusammen mit einem zugehörigen 
magnetischen Moment bemerkbar machen. In der Grenze niedriger Teilchen- 
geschwindigkeiten v< c geht die DirAcgleichung in die PauLische Spingleichung 
über. — Das wichtigste Ergebnis der Diracschen Theorie besteht darin, daß 
diese eine außerordentlich genaue Beschreibung der experimentell ebenfalls sehr 
genau nachprüfbaren Feinstruktur des Wasserstoffspektrums gibt. Im übrigen 
liefert sie die Basis für entsprechende Erweiterungen und Verallgemeinerungen, 
die schließlich zum Aufbau einer allgemeinen Quantenelektrodynamik führen. 
Diese wiederum ermöglicht die Beschreibung aller Wechselwirkungsphänomene 
zwischen Elektronen und Photonen in beliebiger Zahl. Sie wird in Teil [2] dar- 
gestellt. 


11 Klassisches, relativistisches Elektron 


Zusammenfassung: Für das punktförmig gedachte klassische Elektron gilt auch im 
Rahmen der speziellen Relativitätstheorie die Nzwronsche Bewegungsgleichung | = 8. 
Hier ist q= mt//1 — (t/c)? der relativistische Impuls und die vom elektromagnetischen Feld 
hervorgerufene und durch die Potentiale U und beschriebene Lorkntzkraft e(E+t x 8). 
Der Lagrangssche und auch der Hamıtronsche Formalismus lassen sich genau wie in 
der nichtrelativistischen Mechanik anwenden. Lediglich die charakteristischen Funktionen 
L und H erhalten eine kompliziertere Form. H bedeutet die Gesamtenergie des Elektrons 
und ist bei zeitunabhängigen äußeren Feldern eine Erhaltungsgröße. 
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111 Bewegungsgleichung 


Nach den heutigen physikalischen Erfahrungen kann man sich die Welt allein 
aus Elementarteilchen verschiedener Art aufgebaut denken. Verzichten wir auf 
die Beschreibung von hochenergetischen Prozessen und von Kernreaktionen, 
so sind dies im wesentlichen Atomkerne, Elektronen und Lichtquanten (Photonen). 
Unter ihnen spielt das Elektron eine hervorragende Rolle. Seine physikalische 
Beschreibung erfolgt unterschiedlich, je nach den vorliegenden physikalischen 
Bedingungen und nach den Ansprüchen an die Genauigkeit, mit der eine gestellte 
Frage beantwortet werden soll. Oftmals genügt es, das Elektron als eine Punkt- 
masse m mit der Punktladung e durch die Newronsche Bewegungsgleichung 
zu beschreiben. In anderen Fällen ist es erforderlich, die von der Quantenmechanik, 
von der Relativitätstheorie oder von beiden Theorien gestellten Forderungen zu 
berücksichtigen. Schließlich kann die Beschreibung als freies Elektron oder als 
Elektron unter Krafteinwirkung erfolgen. Die verschiedenen Voraussetzungen 
für die Beschreibung des Elektrons: 


klassisch nichtrelativistisch | ohne Feld a) 
quantenmechanisch | relativistisch mit Feld 


führen zu insgesamt acht verschiedenen Möglichkeiten von unterschiedlichem 
Schwierigkeitsgrad. Das Ziel der Untersuchung von Teil [1] besteht in der quan- 
tenmechanischen, relativistischen Beschreibung eines Elektrons im gegebenen 
elektromagnetischen Feld. 


Um später daraus die vollständige Theorie zu entwickeln, betrachten wir in [11] 
zunächst die klassische, relativistische Bewegungsgleichung eines punktförmig 
gedachten Elektrons im gegebenen Feld: 


d mi DEZ 2 
le) K=e(C+ix®). (2) 


Sie geht in der Grenze c—> © in die gewöhnliche Newronsche Bewegungsglei- 
chung einer geladenen Punktmasse über, die sich unter dem Einfluß der LoRENTZ- 
kraft befindet. € und ® sind die vorgegebenen elektromagnetischen Felder. 
Die spezielle Relativitätstheorie, siehe [F 7], macht sich also lediglich im zusätz- 
lichen Auftreten des Wurzelfaktors bemerkbar. Der nichtrelativistische mecha- 
nische Impuls mt wird hier ersetzt durch 
mi B 

en en 2 
während die Newronsche Bewegungsgleichung in solcher Form gültig bleibt» 
daß die Impulsänderung gleich der Kraft ist. Die Beziehungen (3) lassen erkennen, 
daß der Impuls q bei ständiger Krafteinwirkung in hinreichend langer Zeit 
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beliebig groß gemacht werden kann. Die Geschwindigkeit i jedoch wächst nicht 
in gleichem Maße, sondern ihr Betrag nähert sich dabei für |q|> © asym- 
ptotisch dem Wert c. 


Im Rahmen der Maxweutschen Theorie müssen die elektrischen und magne- 
tischen Felder € und ® die Beziehungen 


f) 98 
en 
3% 16 31 


9 Be Br d 
ar ® s Fe a ur (4) 


erfüllen. Die übrigen Maxweıtschen Gleichungen enthalten den Zusammenhang 
dieser Felder mit ihren Quellen und Wirbeln. Sie interessieren hier nicht. Die 
Gleichungen (4) ermöglichen für & und ® den Potentialansatz 


welcher erlaubt, die insgesamt sechs Komponenten von ® und ® durch lediglich 
vier Funktionen, das skalare Potential U und die drei Komponenten des Vektor- 
potentials W, darzustellen. Schließlich ist zu beachten, daß für die in allen diesen 
Gleichungen auftretenden Felder und Potentiale die Werte an dem Ort r = t(f) 
einzusetzen sind, an dem sich das Elektron gerade befindet. Die Potentiale zum 
Beispiel hängen entsprechend 


U=Ulcd), ı) A= Alr(), t) (6) 


von der Zeit ab. Sie ändern sich also auch, weil sich das Elektron an andere Orte 
weiterbewegt. 


112 Laerangescher Formalismus 


Wie für nichtrelativistische Bewegungen, läßt sich auch für die relativistische 
Gleichung (111.2) des Elektrons ein LagrAngEscher Formalismus angeben. Wir 
überzeugen uns hiervon durch Betrachtung der folgenden LaerAnekfunktion 

L(vi,t) = -meyl- (io? —eU+eiA (1) 


und deren partiellen Ableitungen, die hier kurz durch 


2 _ 3L 2 _9L (er _ 3L r 
(FF (Fr Da 
bezeichnet werden. Die Ableitungen nach ı und t ergeben 

aL aU 9 

a ar 

OL mi (3) 


Fra Y- dor +eA=g+reN. 


4 1 Diracsche Theorie des Elektrons [113] 


Vektor- und Tensorrechnung werden als bekannt vorausgesetzt und in der von 
[T 21] und [T 26] her bekannten Schreibweise verwendet. (Zwei durch „o‘ ge- 
trennte Vektoren sind nicht miteinander verknüpft!) Für die totale Zeitableitung 
von 9L/dt folgt unter sorgfältiger Beachtung von (111.6): 


d 8L du 8.08 
di dr dt + ea: +17 0) Acid), ). (4) 


Der Vergleich mit der ersten Gleichung von (3) läßt erkennen, daß die Beziehung 


oL d dL da 
dr gE H " dt 


ou, au N: 
el; = et elar ett-iyr 0") N 
-  ArelE+rxB)=0 


erfüllt wird, wenn man die relativistische Bewegungsgleichung (111.2) hinzuzieht. 
q ist hier wieder der in (111.3) definierte mechanische Impuls des relativistischen 
Teilchens. 


Bekanntlich [T 414] ist (5) die EuLersche Gleichung (hier eine Vektorgleichung) 
des Variationsproblems 


2 
öfdiZ(ui,)=0 mit ör(l)= 8rl2)=0. (6) 
1 


Setzt man in dieses Integral für r(f) eine Schar willkürlicher Funktionen mit 
gleichen Anfangs- und Endwerten ein und wählt unter ihnen diejenige aus, welche 
das Integral zu einem Extremwert macht, so befolgt die ausgewählte Bahn r(f) 
die Differentialgletchung (5). Mit der LagrAngkrfunktion (1) ist dies aber gerade 
die hier interessierende relativistische Bewegungsgleichung (111.2) des Elektrons. 
Letztere ist daher dem Variationsprinzip (6) mit der LacrAngkfunktion (1) 
äquivalent. 


113 Hamittonscher Formalismus 


Die Geschwindigkeitsableitung der LaaRangefunktion wird als kanonischer 
Impuls bezeichnet und ist nach (112.3) 


mi 


= () 


Daneben führen wir durch 


H=°2i-L=H@p,i) (2) 


t 
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die Hamsuronfunktion des Bewegungsproblems ein und eliminieren i mit Hilfe 
von (1), so daß H nur noch von r, p und t abhängt. Zunächst entsteht beim Ein- 
setzen von (1) in (2) 


0 EN eu)i+me 1—-(t/e? HeU -eiX. 3 
* Vı- (le) (3) 
Der zweite und der letzte Term kompensieren sich. Durch Zusammenfassung 
des ersten und dritten Terms entsteht zunächst 


Hat ne, (4) 
1 — (t/e)? 


Dies ist bei zeitunabhängig vorgegebenen Feldern, wie weiter unten in (19) 
gezeigt wird, eine Erhaltungsgröße. Der zweite Term stellt die potentielle Energie 
dar. Also muß H = E die gesamte Energie des Elektrons im Feld sein und der 
erste Term somit die kinetische Energie enthalten. Seine Entwicklung nach 
Potenzen von 1/c liefert neben einem konstanten Term mc? die kinetische Energie 
der nichtrelativistischen Theorie sowie Terme, die für c—> oo verschwinden: 


mc? 
vu - eo 
Durch Quadrieren geht (4) in 
H-eU\? Me Br 2 mi nn 8 F 6 
een 
über. Die Auflösung nach H liefert mit (1) 


: am it 
me+ + e- = + (5) 


H=eU+cY(mc)? +(p -— ec. (7) 


Der Vergleich mit (4) zeigt nämlich für den Spezialfall Y = p = t = 0 sofort, 
daß nur das positive Vorzeichen vor der Wurzel in Frage kommt. 

Mit der Darstellung (7) ist die gesuchte Form gefunden, in der H nur noch 
von r,P,t allein abhängt. Bei verschwindendem äußerem Feld, also für U=-U=0, 
nimmt H die einfache Form 

H = cY(mc)? + p? (8) 
an. Der Vergleich von (7) und (8) läßt erkennen, daß im Hamıtronschen For- 
malismus der Übergang von der kräftefreien Bewegung zur Bewegung im elektro- 
magnetischen Feld dadurch erfolgt, daß H und p entsprechend 


| H>H-eU pop—en| (9) 


ersetzt werden. Diese sehr wichtige Regel wird später bei der Quantisierung noch 
mehrfach verwendet. 


6 1 Diracsche Theorie des Elektrons [113] 
Wir überzeugen uns davon, daß das relativistische Elektron die bekannten 
kanonischen Bewegungsgleichungen [T 423.1] 


dp 23H dt 93H 
wre = Sn (10) 


befriedigt: Die Gradientenbildung von H hinsichtlich p liefert 


oH cq ea _ ayl- (t/c)? n a) 


op Ymo®+Q H-eU m m 


und damit die zweite der Gleichungen (10). Bei den Umformungen wurden (7), 
(4) und (1) verwendet. Der Gradient hinsichtlich r kann durch 


oH au 6) aH + aU ° PR. 
hd TBB | ee) e( dı 8 0:9) (12) 


dargestellt werden. Unter der Wurzel hängt nur X von r ab. Der zweite Term 
in (12) folgt durch Anwendung der Kettenregel. Die besondere Schreibweise 
besagt, daß der Vektordifferentialoperator 9/dr nur auf X wirkt, jedoch mit A 
nicht skalar verknüpft wird. Der letzte Ausdruck in (12) entsteht durch Berück- 
sichtigung von (11). Die zeitliche Änderung des kanonischen Impulses (1) wiederum 


liefert 
dp de 0 ,.09 
aa! e(5r + Fr 04. (de) 


(12) und (13) ergeben zusammen mit der Bewegungsgleichung (111.2) 


d oH d . 
+ -eEHIXD-0, (14) 


also die erste kanonische Bewegungsgleichung (10). 


Alle mit der Bewegung des relativistischen Elektrons zusammenhängenden 
physikalischen Größen sind Funktionen von r und p, lassen sich also in allgemein- 
ster Form durch A (rt, p, t) darstellen. Mit (10) entsteht für die zeitliche Änderung 
einer solchen physikalischen Größe 

d % de d dp 3 

at 4a 
84 [98H 84 __&8H = 
at (5 dt dr p/,' 


(15) 


Dieses Ergebnis wird durch Einführung der Poissonschen Klammern in der 


Form 
dA 


= 
dargestellt. Der Index kl (— klassisch) dient zur Unterscheidung von entsprechen- 
den Symbolen, die in der Quantentheorie verwendet werden. Gleichung (16) 


94 
IH, Aut, (16) 
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läßt erkennen, daß A eine Erhaltungsgröße ist, wenn die Bedingungen 
9A 
[Z, Ala= 0 ea (17) 


erfüllt werden, wenn also die Poıssonklammer verschwindet und die betreffende 
Größe nicht explizit von der Zeit abhängt. 


Betrachten wir als physikalische Größe speziell die Hamıtronfunktion A = H, 
so entsteht die Aussage 


dH oH 
urn = TE wegen [Z, Ha =(. (18) 
Die HamıLıtonfunktion H selbst ist also eine Erhaltungsgröße 
H=-B für 4=0, (19) 


wenn sie nicht explizit von t abhängt. Dies ist bei zeitunabhängigen Feldern U 
und X der Fall. 


Schließlich beachten wir, daß aus (4) und (8) im kräftefreien Falle 


mo _ AT ne EEE 
a a enge (20) 


folgt. Die hier mit ß bezeichnete Größe wird später noch gebraucht. 


12 Allgemeines Schema der Quantentheorie 


Zusammenfassung: Quantenmechanisch wird ein nichtrelativistisches Teilchen. dureh 
die Schröpıngergleichung beschrieben, deren Wellenfunktion y(r, i) im Zeitablauf physi- 
kalische „‚Zustände“ f(v), g(r), ... durchläuft. Übergangselemente (g, f) zwischen zwei Zu- 
ständen enthalten die’ wichtigsten physikalischen Aussagen. — Meßgrößen werden durch 
Operatoren A (t, p, t) und deren Eigenwerte dargestellt. Die Erwartungswerte A sind die mitt- 
leren Meßgrößen auch in solchen Zuständen, die keine Eigenzustände sind. Die zeitliche Ände- 
rung des Erwartungswerts eines von der Zeit nicht explizit abhängigen Operators A wird durch 
dessen Vertauschung mit dem Hamrtronoperator H beschrieben. Den klassischen Bewegungs- 
gleichungen entsprechen in der Quantentheorie Operatorgleichungen. Ihnen zufolge gelten 
in der Quantenmechanik die klassischen Beziehungen nur noch für die Erwartungswerte. 
Der quantenmechanische Formalismus, bestehend aus hermitischen Differentialoperatoren, 
deren Eigenfunktionen und Eigenwerten, kann ohne weiteres auf Integraloperatoren und 
Matrizen erweitert werden. Auch die Erweiterung auf Mehrkörperprobleme bereitet keine 
grundsätzlichen Schwierigkeiten. 


121 Zustände und Wahrscheinlichkeiten 


Der quantenmechanische Formalismus für ein nichtrelativistisches Teilchen 
unter dem Einfluß konservativer Kräfte soll im vorliegenden Kapitel kurz und 
zusammenfassend dargestellt werden. Hierbei kommt es uns nicht auf die genaue 
Behandlung aller Einzeltatsachen an, sondern lediglich auf deren übersichtliche 


2 Macke, Quanten und Relativität. 2. Aufl. 
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Zusammenstellung in einer Form, in der dieser Formalismus anschließend zur 
Quantelung der relativistischen Teilchenbewegung übernommen werden kann. 
Für eine tiefere Begründung und ausführlichere Darstellung muß auf den Band 
[Q] verwiesen werden. 

Um neben den von der Mechanik beschriebenen Teilcheneigenschaften eines 
Elektrons auch seine durch Beugungsversuche nachgewiesenen Welleneigen- 
schaften zu erfassen, muß eine Wellenfunktion (rt, t) eingeführt werden. Nach 
PrAanck und DE BRoGLIE bestehen zwischen den Teilcheneigenschaften E und p 
einerseits und den Welleneigenschaften, repräsentiert durch die Kreisfrequenz & 
und den Wellenzahlvektor f, andererseits die Beziehungen 


|#=to p<at. | a) 


Die Aufrechterhaltung des Energiesatzes können wir in der Form 

[H (up) Z]y=0 (2) 
fordern. Dann ist y+ 0 nur für H(r, p) = E, also wenn der Energiesatz erfüllt 
wird. Die Bedingung (2) aber läßt sich neben (1) nur aufrechterhalten, wenn H 
nicht vom Ort r abhängt, d.h. nur bei freien Teilchen. Dann nämlich können 
wir für y einen periodischen Ansatz 

ym erlat+itt (3) 

machen, und der in (2) neben y stehende Faktor enthält unter Berücksichtigung 
von (1) nichts anderes als die Dispersionsrelation ® = w(f) dieser Wellen. 


Bei vorhandenen Kräften, wenn also H von r abhängt, lassen sich die For- 
derungen (1) und (2) nicht mehr streng miteinander vereinbaren. Wir ersetzen E 
und p durch die Differentialoperatoren 


(4) 


Diese Operatoren & und p, (die zur Unterscheidung von Z und p im unteren Teil 
mit einem Querstrich versehen sind), führen bei Anwendung auf eine Wellen- 
funktion (3) zum oben diskutierten Ergebnis o = w(f). Bei allgemeineren Funk- 
tionen y gelten die Beziehungen (1) dann nur noch in infinitesmalen Bereichen, und 
die Dispersionsrelation (2) geht in eine Differentialgleichung, die SCHRÖDINGER- 
gleichung des quantenmechanischen Teilchens über. Die Energie bleibt hierbei, 
wie später gezeigt wird, nur noch im Mittelwert (über viele gleichartige Systeme) 
erhalten. 


Ausführlich dargestellt, besitzt die Scrröpingergleichung eines einzelnen 
Teilchens die Form 


TE ET) (0) 
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mit H als dem aus der Hamıtronfunktion FH hervorgegangenen HAMILTON- 
operator. Die Wellengleichung (5) ist gerade so beschaffen, daß sich ihre Lösungen 
als Wellenpakete nach nahezu den gleichen Gesetzen bewegen wie die Punkt- 
massen der klassischen Mechanik. Die weitgehende Analogie zwischen klassischen 
und quantenmechanischen Beziehungen wird in [124] genauer untersucht. 


Gleichung (5) ist hinsichtlich der Zeit eine Differentialgleichung erster Ordnung. 
Sie verknüpft die Wellenfunktionen benachbarter Zeitwerte durch die Beziehung 
idt 
yr t+d)=(1- Hy), (6) 
wie sich mit Taytorentwicklung nach dt und Verwendung von (5) sofort nach- 
weisen läßt. Ist y für alle Orte r zu einer Zeit t bekannt, so folgt es auf Grund 
von (5) bzw. (6) eindeutig für alle übrigen Zeiten. 


Die Verallgemeinerung dieser Quantisierungsvorschriften auf beliebige mecha- 
nische Systeme erfolgt unmittelbar durch die Gleichungen 


H=H(q: »--; 9 Pıs -- -» Dr) 


(7) 
y=y(; 4 N. 


f sei die Zahl der Freiheitsgrade. q; und p; sind die zueinander kanonisch kon- 
jugierten (kartesischen) Koordinaten und Impulse. Die p; werden durch ent- 
sprechende Differentialoperatoren p; ersetzt, und die Wellenfunktion y hängt 
von den f + 1 Variabeln q,,.- -,95, ab. Die anschließend in (10) eingeführten 
Übergangselemente erhalten die hier verallgemeinerte Form 


(,D = [da ...dg,9*qu, mW; ---»9)- (8) 


Beim Übergang zu anderen als kartesischen Koordinaten muß zu dq,...dg 
die Funktionaldeterminante A(q;) hinzugefügt werden, siehe [T 269], und die 
Impulsoperatoren müssen dann lauten p, = 4?(R 9/i 9g,) A!2, (damit sie hermi- 
tisch sind, siehe unten). 

Es bleibt die Interpretation des Formalismus zu besprechen sowie seine Ver- 
knüpfung mit den meßbaren Größen. y(t, £) ist eine für das physikalische Ver- 
halten des Teilchens charakteristische Funktion, in der alle Aussagen konzentriert 
sind, die sich über das Teilchen überhaupt machen lassen. Im Laufe der Zeit t 
durchläuft y nacheinander verschiedene Ortsfunktionen, die Zustände: 


Id, wm, Ad... (9) 
Integrale vom Typ 


(0.1 = (,0* = [Ar g*) 1) | (10) 


23% 
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werden als Übergangselemente bezeichnet, und die Größe 


an 


bedeutet die Wahrscheinlichkeit dafür, das Teilchen, das sich mit Gewißheit 
in dem durch f charakterisierten Zustand befindet, bei einer Messung gleichzeitig 
auch in dem durch g charakterisierten Zustand anzutreffen. In dieser Aussage 
ist diegesamte Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantentheorie konzentriert. 


Schließen sich zwei Zustände gegenseitig aus, sind sie also von der Art, daß sich 
das Teilchen nur entweder im einen oder im anderen befinden kann, so sind sie 


orthogonal: 
gN=0. (12) 


[Das ist insbesondere dann der Fall, wenn g und f zwei Zustände sind, die zu ver- 
schiedenen meßbaren Eigenwerten ein- und derselben physikalischen Größe ge- 
hören, siehe (122.3).] Da jeder Zustand sich mit Gewißheit selbst enthält, muß 


(,g9)=1 (13) 


gelten. Für die charakteristischen Zustände (9) mit der Bedeutung (11) kommen 
also nur Funktionen in Frage, die der Normierungsbedingung (13) genügen. 


Als Beispiel betrachten wir den Fall, daß sich das Teilchen in einem jeweils 
durch y(t, £) beschriebenen Zustand befindet und fragen nach der Wahrschein- 
lichkeit dafür, es bei einer Ortsmessung zur Zeit it in der Umgebung 
ds=ds,ds,ds, des Orts 3 zu finden. Der für diesen Meßprozeß charakteristische 
Zustand wird durch eine Zustandsfunktion von der Art 


5 \ 1/d3 £ö innerhalb se (14) 
—3)= Tr 

ie 0 er außerhalb 

beschrieben, die nur in dem betreffenden Gebiet von Null verschieden ist. Ins- 

besondere erfüllt 


3) = Vi 8) (15) 
die Normierungsbedingung (13). Für das Übergangselement entsteht 
(9, 9) = [Ar Völr — 3) pl, 1) = ds(d8)"7 pls, 1) = Yasyla, d), (16) 


und die gesuchte Wahrscheinlichkeit (11) wird 
IpPr=dsly@ HR. a7) 


Das Absolutquadrat einer Zustandsfunktion stellt somit die Wahrscheinlichkeits- 
dichte für die Ortsverteilung des Teilchens dar. In diesem Sinne werden y, f, 9, ...- 
auch als Wahrscheinlichkeitsamplituden bezeichnet. 


Eine andere, für die Behandlung physikalischer Fragen wichtige Größe ist die 
Übergangswahrscheinliehkeit. Dies ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein 
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Teilchen, das sich zur Zeit t = 0 mit Gewißheit im Zustand f befand, zu einem 
späteren Zeitpunkt t = T in irgendeinem anderen Zustand g zu finden ist. Diese 
Übergangswahrscheinlichkeit ist 


| W(T)=|(g tn)’ mit fo = pP) >Frle)=yT). | (18) 


Um die hierin vorkommende Funktion fr zu bestimmen, müssen wir die SCHRÖ- 
pingergleichung (5) unter der Anfangsbedingung f(t) = y(t,0) lösen. Das 
“ Ergebnis für t = T ist dann y(r, T) = fr(t). Die Berechnung derartiger Übergangs- 
elemente erfordert also die Lösung der ScHRÖDIngERgleichung. 


Bei vielen Prozessen ist W(T) für nicht zu große Zeiten proportional zu T. 
Das gilt z. B. für den Übergang eines im Kerninnern instabil gebundenen «-Teil- 
chens in einen Zustand außerhalb des Kerns. W/T =y ist dann die Zerfalls- 
konstante und y-1 die mittlere Zeit, die ein Teilchen für den betreffenden Über- 
gang benötigt. Bei Streuprozessen hat man es im allgemeinen mit einlaufenden 
ebenen Wellen zu tun, die durch ein Streuzentrum gestört werden. Der gestörte 
Anteil bewegt sich als Kugelwelle vom Störzentrum nach außen. Die Über- 
gangswahrscheinlichkeit W(T) dafür, daß ein Teilchen vom Zustand der ebenen 
Welle in den gestörten Zustand (Kugelwelle) übergeht, ist dann nicht nur pro- 
portional zur Zeit 7’, sondern auch proportional zur Stromdichte j = Wv der ein- 
laufenden Teilchenwahrscheinlichkeit. v ist die Geschwindigkeit des einfallenden 
Teilchens und lO seine Wahrscheinlichkeitsdichte. (Im allgemeinen ist W) = 1/0, 
O = Normierungsvolumen.) In diesem Falle gilt also 


W(T)=yT=oWvT (19) 


mit o als Proportionalitätsfaktor. o hat die Dimension einer Fläche und wird als 
Wirkungsquerschnitt bezeichnet. 


Außerdem lassen sich viele andere physikalische Größen durch die Berechnung 
von Übergangselementen bestimmen. Ist f z.B. ein Eigenzustand der Energie 
mit der Eigenschaft Hf= Ef, so kann H in (5) durch E ersetzt werden, und die 
Zeitabhängigkeit von y ist einfach y(t, t) = f(t) e”'?"/%. Dem „Übergangselement‘“ 


(te) = eriFtl (20) 


kann daher die zugehörige Energie entnommen werden. Derartige Elemente 
wie (20) werden später als Diagonalelemente bezeichnet. 


122 Eigenwerte und Erwartungswerte meßbarer Größen 


Der gleiche Kompromiß wie in den Gleichungen (121.1 bis 4) führt in ent- 
sprechender Verallgemeinerung dazu, alle meßbaren Größen, die sich nach (113.15) 
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klassisch durch Funktionen A(t,p,?) darstellen lassen, quantenmechanisch 
entsprechend 
k ho& 

Alt, p,)>AL, v,d) mit ar (1) 
durch hermitische Operatoren zu repräsentieren. Zwischen dem Operator A und 
seinem zum Zustand 9, gehörigen Meßwert a, besteht analog zu (121.2) die Eigen- 
wertgleichung 

Apr — A,Pn- (2) 
Lösungen dieser Gleichung, die die Normierungsbedingung (121.13) erfüllen, 
gibt es nur für ein bestimmtes Spektrum von Meßwerten a,. Die a, und op, werden 
als Eigenwerte und Eigenzustände des Operators A bezeichnet. 


In der Theorie der linearen Differentialgleichungen wird bewiesen, daß die 
Eigenzustände (bei geeigneter Wahl) den Bedingungen 


(Pns In) = On Lpi dp.) =ölt—r) (3) 


genügen. Die erste enthält für n = n’ wieder die Normierungsbedingung und für 
n = n' die Aussage, daß Eigenzustände der gleichen Meßgröße A zu verschiedenen 
Eigenwerten a,, a, orthogonal sind, d.h. sich entsprechend (121.12) gegen- 
seitig ausschließen. Die zweite der Gleichungen (3) stellt die Vollständigkeits- 
relation dar. Das KRoONEcKERsche d„,„-Symbol und die schon in (121.14) ver- 
wendete Funktion ö(t — r’) sind von [T 126] und [T 447] her bekannt. 


Zur Abkürzung werden die „Vertauschungen“ 


eingeführt. Besitzen zwei Operatoren A und B in ein und demselben Zustand 
die Eigenwerte a und 5, so gilt 


[4,B_9=(AB-BA)p=Ayb— Bya=plab—ba)=0, (5) 


da die Zahlen a und 5 trivialerweise miteinander vertauschbar sind. Sind also 
beide Operatoren miteinander vertauschbar im Sinne der Gleichung 


[A, B_=0, (6) 
so können alle Eigenzustände von A so gewählt werden, daß sie gleichzeitig Eigen- 


zustände von B sind. Die zur Bestimmung von A und B erforderlichen Messungen 
können gleichzeitig durchgeführt werden. 


Zwischen den Komponenten von Ort und Impuls gelten die Vertauschungen 
h 
[pi = 6, (7) 


wie man durch Einsetzen von p aus (121.4) leicht nachprüft. Ort und Impuls 
eines Teilchens werden also durch unvertauschbare Operatoren: repräsentiert 
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und sind demzufolge nicht gleichzeitig meßbar. Diese Gleichung kann mit gewisser 


Vorsicht in der Tensorform 
h 
por=-1 (8) 


geschrieben werden, allerdings darf die linke Seite nicht etwa als por— top 
aufgefaßt werden. Sie muß vielmehr die Bedeutung 


| [p or]_ = Ne; o er(Pi%k — Pi) | (9) 


besitzen. (Der Unterschied liegt beim zweiten Term.) Für spätere Verwendung 
merken wir uns die Formeln 
h ou h oU 
(, UWl=+ 47 [Ud),p.=-43: (10) 
Sie folgen aus der Produktregel der Differentiation, wenn man diese Gleichungen 
nach rechts auf irgendeine willkürliche Funktion f(r) anwendet. Bei Vertauschung 
mit einer Vektorfunktion X(r) entstehen die Formeln 


pow.-4(-°%) most ld), (a) 


wenn man die durch (9) eingeführte Schreibweise verwendet. 


Befindet sich das Teilchen in keinem der Eigenzustände g,„, sondern in einem 
willkürlich gegebenen Zustand f, so läßt sich bei einer Messung nicht mit Sicher- 
heit voraussagen, welcher der Eigenwerte a, beobachtet wird. Als algebraischen 
Mittelwert über viele Messungen definieren wir den sogenannten Erwartungswert 

A = Din Wn = Inn |(Pn ) % (12) 


W,„ ist entsprechend (121.11) die Wahrscheinlichkeit dafür, daß im gegebenen 
Zustand f der zum Eigenzustand 9, gehörige Eigenwert a, von A gemessen 
wird. Durch einfache Umformung und Verwendung von (2) folgt hieraus 


dei. Pn) An (Pr; N=iulh Apn) (nm N- (13) 


Beachten wir die Definition (121.10) der Übergangselemente und berücksichtigen 
die Vollständigkeitsrelation (3), so vereinfacht sich dieser Ausdruck zu 


A=(f, Af). | (14) 


Ein Maß für die bei vielen Messungen zu erwartenden Abweichungen von (14) 
ist die durch 


(A4%=(4-A)=- 2-2 (15) 


definierte und von der Wahrscheinlichkeitsrechnung her wohlbekannte mittlere 
quadratische Schwankung AA, deren Zahlenwert vom betrachteten Zustand f 
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abhängt. Ist / zufällig einer der Eigenzustände 9,, so geht der Erwartungswert 
direkt in den Eigenwert über, und wegen A?y, = Ay„a, = 9„a4 verschwindet, 
die mittlere Schwankung. Dann gilt 
[= Pu A=a, AA=0, (16) 
und der betreffende Meßwert wird bei jeder Messung mit Gewißheit beobachtet. 
Die zeitliche Änderung von Erwartungswerten wird unter Zuhilfenahme der 
ScHRÖöDIngeERgleichung (121.5) untersucht. Ersetzen wir f in (14) durch die 
zeitabhängige Funktion y und bilden die Zeitableitung 
2 Ay ap 34. 
LEE AUE E22 2 


(17) 
i i 94 
=; (Hy, Ay) -z(y AHy)+ (v. FIZ ») 


so entsteht unter Berücksichtigung der im nächsten Abschnitt bewiesenen 
Hermitizität des HAMILToNXoperators 


(Hf,g=(h,H'g)=(f, Hg) (18) 
die Gleichung 


(19) 


in weitgehender Analogie zur entsprechenden klassischen Gleichung (113.16). 
Wenn ein Operator mit dem Hamitroxoperator vertauschbar ist und nicht 
explizit von der Zeit abhängt, so gilt 


[4, 4]_=0 eo, (20) 
und hieraus folgt 
A=0 für beliebige y, (21) 


die Lösungen der ScHröningergleichung sind. A repräsentiert dann eine 
Erhaltungsgröße. Auf diese Weise bekommen wir mit A = 1 die Erhaltung der 
Normierung (121.13) und, wenn H nicht explizit von t abhängt, mit A = H die 
Erhaltung der Energie, da jeder Operator mit sich selbst vertauschbar ist. 


123 Hermitisch konjugierte Operatoren und Matrizen 


Zu jedem Operator A definieren wir einen hermitisch konjugierten Operator AT 
durch die Forderung 
(g,AN*=(/,A'g) für alle 7,9. (1) 


Hieraus folgen mit (121.10) sofort die Gleichungen 


Al)=(f,A'g) (A'lg)=(f, Ag) (2) 
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2 


und aus diesen wieder die Beziehungen 


| (At)t=A (AB)t=Bt4t. | (3) 


Die zweite entsteht, wenn wir in (2) {durch Bf ersetzen. Zahlen und Differential- 
operatoren gehen in 


at=a* (2) er EN (4) 


über. Der nach links gerichtete Pfeil bedeutet, daß der betreffende Differential- 
operator nach links anzuwenden ist oder, wenn er wie in der zweiten Gleichung (2) 
bereits ganz links steht, daß er jedenfalls auf diejenige der beiden Funktionen 
angewandt werden muß, die nicht direkt rechts neben ihm steht. 


Als Beispiele zu (3) und (4) betrachten wir den Impulsoperator 


ha ho 
En Dr Le 
P=-7% » i (5) 
und den Hamiltonoperator 
H=-2_ +76) ap (6) 
2m 2m 1 


dessen Potential V* = V natürlich reell ist. In Übergangselementen mit normier- 
ten Funktionen können die Differentialoperatoren durch partielle Integration 
auf die jeweils andere Funktion „hinübergeworfen‘“ werden. Das dabei entstehende 
Oberflächenintegral verschwindet, und es darf 


H't=H. (7) 


I 

| 

| 
ker 

I 
be} 


gesetzt: werden, obwohl diese Operatoren bei der hier verwendetgn Schreibweise 
außerhalb von Integralen voneinander verschieden sind, wie man (4) und (5) direkt 
entnehmen kann. Derartige Operatoren nennt man hermitisch. Wegen (1) gilt 
mitf=g 5 ” 
f ÄA*-ÄA und af=a, wenn At=4. (8) 
Ihre Erwartungswerte, und daher auch ihre Eigenwerte, sind reell. Dies muß 
von allen physikalisch meßbaren Größen verlangt werden. Daher können sie 
nur durch hermitische Operatoren dargestellt werden. 


Stellt A einen Integraloperator dar, so liefert die Bestimmung von A?! aus (1) 
Aftı) =[Ar’ Alt, v') fir) 


9 
Atfle) = [Ar Are, ı) Ale‘). 7 
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Der hermitisch konjugierte Operator entsteht durch Übergang zum konjugiert 
komplexen Integralkern mit vertauschten Variabeln r und r'. 


Weiter gibt es physikalische Systeme, deren Zustand f nicht durch eine einzige 
Funktion allein hinreichend beschrieben werden kann, sondern durch mehrere 
Komponenten f, dargestellt werden muß, die sich etwa entsprechend 


hi) 
fe)»: = (fs(t)) = f(i) (10) 
f(x) 


als einspaltige Matrix anordnen lassen. (Matrizen werden stets durch senkrecht 
stehende Buchstaben kenntlich gemacht.) Die hier gemachten Voraussetzungen 
treffen z. B. auf ein System von untereinander gebundenen Teilchen zu, dessen 
Schwerpunkt sich als Ganzes frei bewegen kann. r beschreibt dann die Schwer- 
punktskoordinate, und der Index a unterscheidet die verschiedenen diskreten Zu- 
stände, in denen sich die inneren Freiheitsgrade dieses Systems befinden können. 
An die Stelle von f* tritt dann in den Übergangselementen die zu (10) hermitisch 
konjugierte einzeilige Matrix 


rd... FO)ERO)= fe) 1) 


der konjugiert komplexen Komponenten ff. Das Übergangselement zwischen 
zwei durch (10) und (11) definierten Funktionen ist dann 


(6,8) = [Arfig= [dr Duff (le) galt). (12) 


Physikalische Größen dieses Systems werden entsprechend durch Matrizen 
dargestellt: 


A = (Aun) At= (A). (13) 


Die zu A hermitisch konjugierte Matrix A? folgt aus (1): 
(8, Af)* [dr Do, Adatt = (b, Atg) = [Ar Dank (At)auo- (14) 


Die Komponenten der zu (13) hermitisch konjugierten Matrix gehen daher 
aus denen von A durch Übergang zu den komplex konjugierten sowie durch 
Vertauschung der Indizes a und 5b (Spiegelung der Matrix an der Hauptdiagona- 
len) hervor. Meßwerte der physikalischen Größe A sind wieder die Eigenwerte a, 
des durch 

Aon = APn (15) 


gegebenen Eigenwertproblems, nur mit dem Unterschied, daß (15) jetzt eine 
Matrixgleichung ist und daher ein System linearer homogener Gleichungen bzw. 
Differentialgleichungen darstellt. 
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124 Nichtrelativistisches Elektron im elektromagnetischen Feld 


Zur Anwendung der quantenmechanischen Begriffsbildungen wird ein Elektron 
betrachtet, das sich im elektromagnetischen Feld hinreichend langsam bewegt. 
Dann darf die Hamıwronfunktion (113.7) des Teilchens nach Potenzen von 1/c 
entwickelt werden. Die ersten Glieder liefern H in nichtrelativistischer Näherung: 


2 
H=m&+eU+,- q=p-—eN. (1) 


Bei den nachfolgenden Überlegungen werden auch zeitlich veränderliche Felder U 
und X zugelassen, denen zufolge H explizit von der Zeit abhängt. Um die in der 
quantenmechanischen Beschreibung verbliebenen Teilcheneigenschaften genauer 
zu studieren, betrachten wir einen Anfangszustand y(r, 0), der nur in einem eng 
begrenzten Raumgebiet von Null verschieden ist, ein sogenanntes Wellenpaket. 


©= (y,ıy) = [dr y*ry (2) 


ist der mittlere Meßwert für den Ort eines Teilchens, dessen Zustand durch das 
Wellenpaket charakterisiert wird, kurz, der Schwerpunkt des Wellenpakets. 

Die Schwerpunktsgeschwindigkeit erhalten wir aus (122.19) mit r statt A. 
Wir definieren durch 


(3) 


den Geschwindigkeitsoperator vd. Die Auswertung von (3) mit Z aus (1) liefert 
für diesen Operator 
ı ; 
=, (Por-rod)= zur lalgerl--rogl-q) A 
= z(alperL-Iropl.q). 


Bei der Auswertung wird berücksichtigt, daß mc? eine Konstante ist und daß U 
und X mit r vertauscht werden dürfen. Mit (122.8) lautet das Ergebnis 
q Del 


re = 


(3) 


Zwischen den Operatoren von Geschwindigkeit und Impuls bestehen also die 
gleichen Beziehungen wie für die entsprechenden Funktionen der klassischen 
(nichtrelativistischen) Mechanik. 

Jetzt wird die zweite Zeitableitung des Schwerpunkts (2) gebildet. Mit (5) 
entsteht 


8=4[H,al.+0- (6) 
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Hier definiert der Vergleich mit (122.19) den Kraftoperator $. Die Auswertung 
von (6) führt zunächst auf 

i 


2 . i & 
8-; eU+ q -el=7eld, p]_— el 


+ {alg o al. [aeal.a)=e&+ 7 bla oal--[geglv). (N 


2Zmk 


Die gq-Vertauschungen sind wieder Tensoren im Sinne von (122.9) und daher 
mit Vorsicht auszuwerten: 


laoal.=F[p-eMo@-eWl 


u (8) 
. . 9 %) 
--ZBoU.-7 Mon =-ez, oA+eloz;. 


rt 


Im letzten Gleichheitszeichen wurde (122.11) verwendet. Die Aussage, daß jeder 
Operator mit sich selbst vertauschbar ist, kann hier leicht zu einem naiven Fehl- 
schluß führen. Immerhin bleiben die q,, g, für i=+k unvertauschbar! Aus (8) 
folgt 


_ 


i - b) 6) 9 
v.-[gogl- (oa ol -eax(txe) eux®B. (9) 


Mit dem entsprechenden Ausdruck für den letzten Term von (7) entsteht 
K=e(lE+(0 x Bym); (10) 
also der Operator der Lorentzkraft. Zur Abkürzung wurde hier 
(x Bm 0X B-Bx) a) 
eingeführt. Die symmetrische Anordnung der Operatoren vd und ® garantiert die 


Hermitizität von $. Beim Einsetzen von fl aus (10) in (6) entsteht für die Erwar- 
tungswerte die klassische Bewegungsgleichung des punktförmigen Teilchens. 


Als nächstes untersuchen wir den durch 
l 
Lt Nm TzglxXa—-gxı) (12) 
definierten (hermitischen!) Operator des Drehimpulses. Die Zeitableitung vom 


Erwartungswert des Drehimpulses in einem beliebigen physikalischen Zustand 
definieren wir mit (122.19) entsprechend 


M=E-I[H,(C X Warm + (1 X as (13) 
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als Erwartungswert eines Drehmomentoperators. Die Auswertung der Ver- 
tauschungen führt zunächst auf 


+[Arxal+ıxä= [A ılxarex(glH, alte) 


i 14) 
= — gxXg+ıx& 
und 
[H,axıl+äxr=Laxg+sxe. (15) 
So entsteht schließlich 
M= (iX Msym- (16) 


Kt ist der in (10) eingeführte Operator der Lorextzkraft. Auch der Drehimpuls- 
satz der klassischen Theorie wird also von den quantenmechanischen Erwar- 
tungswerten erfüllt. 


Schließlich untersuchen wir noch die zeitliche Änderung vom Erwartungswert 
(der kinetischen Energie. 


0 Se a? ; 
|#-5 N=+ [ev. u |+ en (17) 


‘Wir beschreiben sie durch einen Operator N, der die vom Teilchen als kinetische 
Energie aufgenommene Leistung repräsentiert. Die Auswertung von (17) führt 
zunächst auf 
ie I R 
N =; {IV al-a- ala UL} +5, (da+ a9) BR 


ie \ D dv ie en > 
- (ZU, HL- el) +3 (- ZW UL el) 
und liefert somit 
New, Msyms (19) 
auch hier in formaler Übereinstimmung mit den entsprechenden klassischen 


Formeln. Im letzten Gleichheitszeichen wurde (v(v x B)sym)sym = 0 berück- 
sichtigt. 


13  Kräftefreies Dıracsches Elektron 


Zusammenfassung: Die Wellengleichung eines relativistischen Teilchens muß nach 
DiRAc von erster Ordnung in i sein, damit das quantenmechanische Schema [12] anwendbar 
ist, und von erster Ordnung in r, damit die in der Relativitätstheorie geforderte Symmetrie 
zwischen t und rt erhalten bleibt. Die hierbei auftretenden Koeffizienten ß und & allerdings 
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werden hermitische Matrizen, wenn der Energiesatz H? = (mc?)? + cp? gelten soll. Aus ß und x 
lassen sich insgesamt acht hermitische Matrizen konstruieren, deren physikalische Bedeutung 
untersucht wird: die Ruhenergiematrix ß, die Geschwindigkeitsmatrizen = e,0,+ ey, + 648,» 
die Spinmatrizen 0 =.,0, + €,0, + e,0, und die pseudoskalare Matrix r. Die Matrizen ß, reiner- 
seits und o,, o,, o, andererseits bilden zwei Gruppen, deren Matrizen gegenseitig vertausch- 
bar, innerhalb jeder Gruppe hingegen antivertauschbar sind. «= 7 6 kann aus ihnen auf- 
gebaut werden. Eine gemeinsame Darstellung aller Matrizen, die alle Vertauschungsrelationen 
richtig beschreibt, muß mindestens vierreihig sein. Bei freien Teilchen gibt es zu jedem 
Impuls vier Eigenzustände mit den Energien E = +c VYImc)? + p? und Spineinstellungen 


op/p = +1. Die Erwartungswerte der Geschwindigkeit sind d = “= 9E/Op und die der 
Matrix 8 sind = + JI - (v/c)2. 


131 Diracsche Matrixgleichung 


Für die relativistische Beschreibung eines freien Elektrons wurde von DIRAC 
folgende Bewegungsgleichung angegeben: 


Dies ist der allgemeinste Ansatz für eine lineare partielle Differentialgleichung 
.erster Ordnung in t und rt. Die Koeffizienten wurden so gewählt, daß die Größen ß 
und & dimensionslos sind. Ist der Hamitroxoperator hermitisch, oder wenig- 
stens wie in (123.7) in Übergangselementen, also unter der Voraussetzung 
9/0r = —9/dr, hermitisch, so gelten nach (122.17 bis 21) für die ‚„Erhaltungs- 
größe“ A = 1 die Gleichungen 


(2) 


und der quantenmechanische Formalismus von [12] darfauf die Wellengleichung (1) 
angewandt werden. Der Hauptgedanke DirAcs bei dem Ansatz (1) war, daß 
t und r in relativistischen Gleichungen stets symmetrisch auftreten, siehe (211.4), 
so daß eine relativistische Gleichung, wenn sie 9/dt nur in erster Ordnung ent- 
halten soll, auch d/dr nur in erster Ordnung enthalten darf. 


Stationäre Lösungen von Gleichung (1) sollen freie Teilchen darstellen, zwischen 
deren Energie —h8/i9t— E und Impuls p— p der von (113.8) her bekannte 


Zusammenhang 
E = c\(mo)° + p* (3) 


besteht. Die Bedingungen hierfür sind 


— =0 H? = E= (me) + cp. (4) 
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Bildet man dagegen das Quadrat von H aus (1), so entsteht bei genauer Beachtung 
der Reihenfolge aller Faktoren 
HB’ (me p®+me?[ß, &],p + c*(&p)? 
mit 
(&p)? = 02P: + ayPy + a2: + [&,., &yl, PıP,+ [&,, &]+ P2P2 + [&y; %l; PyPz- (5) 


Die zweite Bedingung (4) kann daher nur erfüllt werden, wenn ß und & keine 
Zahlen sind, sondern Matrizen, die den Bedingungsgleichungen 


P=1 [B, &], = 0 [&;, a1, = 265% (6) 
genügen. Sie müssen wegen (2) außerdem hermitische Matrizen 


p'=B a'=x (7) 
sein. Weitere Bedingungen werden an ß und & nicht gestellt. Die Wellenglei- 
chung (1) allerdings wird damit zu einer Matrixgleichung, die nur durch (einreihige) 
Matrizen \ gelöst werden kann. In anderen Worten: (1) stellt ein Gleichungs- 
system für eine mehrkomponentige Wellenfunktion dar. (Alle in Matrixgleichun- 
gen wie (4), (5) und (6) auftretenden Nichtmatrizen denkt man sich stillschweigend 
mit der Einheitsmatrix multipliziert. Differentialoperatoren wie 0/dr und Ma- 
trizen mit konstanten Komponenten wie ß oder & sind trivialerweise stets mit- 
einander vertauschbar.) 


Angenommen, (rt, t) sei eine stationäre Lösung mit der Energie E, dann ist 
Y(t, —t) eine Wellenfunktion mit der Energie ih9/dt > —E. Sie genügt der 
Wellengleichung (1) mit —H statt H. Andererseits ist 


—H(ß,&) =H(-B,-%)=H(p',X) (8) 


mit ß' = —ß und & = —&. Die Größen ß’ und &’ aber genügen denselben 
Gleichungen (6) und (7) wie ß und &. Daher ist auch b(t, —t) eine Lösung der 
DiraAcgleichung (1), und zu jedem Energiezustand E existiert ein solcher mit 
der Energie — E. Für freie Teilchen existieren also Zustände mit den Energien 


E = +cY(mc)? + p%. (9) 


Dies ist eine Schwierigkeit der Theorie, da das Elektron in einem Zustand mit 
negativer Energie unendlich viel Arbeit abgeben kann, wobei sich seine Energie 
auf E> —oo verringert. Es besitzt dann wie alle (gedachten) Systeme, deren 
Energie keine untere Schranke aufweist, einen unerschöpflichen Arbeitsvorrat 
und steht damit im Widerspruch zur Erfahrung (Perpetuum mobile dritter Art). 
Der unrealistische Einfluß von Zuständen negativer Energie wurde von DiRAc 
selbst im Rahmen seiner Löchertheorie [172] beseitigt. 
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Bilden wir die Zeitableitung von (1), so entsteht mit (4) 


ta] -wle-ellta]-rmole 00 


die von Kıeın und GorDoN aufgestellte relativistische Bewegungsgleichung, die 
sich auch in der invarianten Form 


(O+W)y=0 u= = =. 7-78 (1) 


S 


darstellen läßt und offenbar von jeder Komponente der Wellenfunktion Y(t, t) 
einzeln erfüllt wird. 

Der Unterschied zwischen Teilchen, die der Diracgleichung (1), und solchen, 
die der Kıeis-Gorpox-Gleichung (11) genügen, macht sich erst unter dem 
Einfluß äußerer Felder bemerkbar. Diese können wir nach der Regel (113.9) in die 
Diracggleichung (1) einführen: 


(-4 5-0) 4 = (meß + uw - eW) y. (12) 


Die KLEIN-GoRDoX-Gleichung (für eine Wellenfunktion @) geht mit der gleichen 
Regel in 


(- s s eu) (v en? mo] p=0 (13) 


über. Daß die Aussagen von (12) und (13) wirklich verschieden sind, kann erst 
in [142] gezeigt werden. Zuvor müssen im vorliegenden Kapitel die hier auf- 
tretenden Matrizen auf ihre physikalische Bedeutung hin untersucht werden. 


132 Ruhenergiematrix 


In diesem Abschnitt soll die ß-Matrix genauer untersucht werden. Nach 
(131.6 und 7) besitzt sie die Eigenschaften 


Bt=ß P=1 B+l. (ı) 


Die ersten beiden könnten auch durch die Einheitsmatrix 1 erfüllt werden. 
Trotzdem muß ß von 1 verschieden sein, weil es nach (131.6) andere Matrizen 
gibt, mit denen ß antivertauschbar sein muß. Die Einheitsmatrix aber ist mit 
jeder anderen Matrix vertauschbar. Aus der zweiten Gleichung (1), die ja von 
allen Eigenwerten einzeln erfüllt werden muß, folgt, daß +1 und —1 die Eigen- 
werte von ß sind. Als Diagonalmatrix zum Beispiel darf B nur Zahlen +1und —1 
auf der Diagonalen (in beliebiger Folge) enthalten. In dieser Form ist sofort 
erkennbar, daß die erste Gleichung (l) aus der zweiten folgt. 
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Um die physikalische Bedeutung von ß zu erkennen, betrachten wir die kräfte- 
freie DirAcgleichung (131.1) 
ho Br 
-grb=lmÖß+eKpy. (2) 
Als Lösung setzen wir eine ebene Welle 


m Pe ig (3) 
mit beliebigem Impuls p, einstweilen unbekannter Energie und einer noch zu 
bestimmenden einspaltigen Matrix 7 mit konstariten Komponenten an. Der 
Spezialfall p = 0 betrifft das ruhende Teilchen, für das nach Einsetzen von (3) 
in (2) die Gleichung. 

En=meßn (4) 


entsteht. Für die Eigenfunktionen n =n; von ß muß die Eigenwertgleichung 
Pn+ = +n+ E=+md (5) 


erfüllt werden. Die zugehörigen Eigenwerte der Energie sind +mc?. Somit be- 
stimmt ß das Energievorzeichen eines ruhenden Teilchens. Wie nach den Aus- 
führungen zu (131.9) zu erwarten war, erhalten wir Lösungen mit beiden Energie- 
vorzeichen. 


Über die spezielle Form der Matrix ß ist hiermit noch nichts gesagt. Sie kann 
weitgehend beliebig gewählt werden. Am einfachsten sind die Eigenwertgleichun- 
gen (5) durch die Darstellung 


+1 0 1 0 
zu befriedigen. Eine andere Möglichkeit wird durch die Darstellung 
Te ee 6 
8-( .| 2+= y2 \ 4% = (7) 


gegeben. Von der Richtigkeit beider Darstellungen überzeugt man sich leicht 
durch Einsetzen in (5). Insbesondere sind die Komponentendarstellungen von 
ß und n,. nicht unabhängig voneinander. Durch die speziell gewählte Form 
von ß wird diejenige von n weitgehend mitbestimmt. In beiden Fällen (6) und (7) 
bilden die Funktionen y., ein normiertes Orthogonalsystem, da sie den Gleichungen 


nm) n-)=1 (n,n-)=0 (8) 
genügen. 
. Schließlich besteht noch die Möglichkeit, ß und n, zu bestimmen, ohne dabei 
auf irgendwelche speziellen Darstellungen Bezug zu nehmen. Wir beachten, daß 
wegen (1) die Gleichungen 


ts „tel (9) 
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gelten. Dies hat zur Folge, daß die in (5) gesuchten Eigenfunktionen + durch 


l+ r 
nm mit =(}) (10) 


beschrieben werden können. a und 5 sind willkürlich wählbare Komponenten, 
die die Normierung von n festlegen. Auch die Gleichungen (8) werden von dem 
Ansatz (10) erfüllt. Zum Beweis setzen wir (10) ein und berücksichtigen, daß 
unter Zuhilfenahme von (1) die Gleichungen 


1+ß\? 1+B 1+Bß 1-ß 
( 2 )- 2 2 3 0 au) 


gelten. So entstehen die Gleichungen (8), wenn wir für die Normierung zusätzlich 


(m: Zen) =1 12) 


fordern. Für jede gewählte Darstellung von ß sind dies zwei Bedingungsgleichun- 
gen, die die in n, enthaltenen Koeffizienten a und b entsprechend festlegen. Von 
der Möglichkeit, Matrizen wie ß, die den Gleichungen (1) genügen, zusammen 
mit ihren Eigenfunktionen in dieser oder jener der Formen (6), (7) oder (10) 
darzustellen, wird des weiteren noch häufig Gebrauch gemacht. 


Abschließend betrachten wir noch folgende Situation: 
Bn,=+n, [B, &,],= 0 4-1 @==a, (13) 
Wir setzen voraus, daß uns lediglich die Eigenfunktion n, zum positiven Eigen- 
wert von ß bekannt sei und daß neben der Matrix 8 noch irgendeine mit ß anti- 


vertauschbare Matrix existiere. Als konkretes Beispiel wählen wir «,. Dann läßt 
sich die zweite zu (13) gehörige Eigenfunktion 7_ durch 


7-= 0,7, Y,= &N- (14) 


konstruieren. Die zweite dieser Gleichungen folgt aus der ersten durch Multi- 
plikation mit «, von links und Berücksichtigung von «? =1. Zum Beweis, daß 
die in (14) definierte Funktion n_ tatsächlich eine Eigenfunktion zum Eigen- 
wert — 1 von ß ist, setzen wir 


Pr-= Bun, =-Bn,=- N, =—n- (15) 


und verwenden dabei die Antivertauschbarkeit von ß und «,. Mit n, ist auch T- 
eine normierte Funktion: 


nn) = (en, on) = an )=lnon)=l. (16) 

Wie früher sind auch diese Funktionen n, und n_ orthogonal, denn es gilt 
(nn-)= (Br n-)= m Bn)=- In, nJ)=0. (17) 

Zum Beweis werden nur die Gleichungen ßn- =+7. und ßt = ß benötigt. 
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133  Geschwindigkeitsmatrizen 


Analog zu (124.3) definieren wir auch für das DirAcsche Elektron einen Ge- 
schwindigkeitsoperator vd durch die Gleichungen 


(1) 


Die Auswertung der Minusvertauschung liefert nämlich 
= [le U+medB+cäp-eN,ı.=-ck por. (2) 


und mit (122.8) das in (1) bereits angegebene Ergebnis. Bis auf den Dimensions- 
faktor c repräsentieren die drei zu & gehörigen Matrizen die Komponenten des 
Geschwindigkeitsoperators. 
Jede dieser Matrizen für sich muß nach (131.6 und 7) den Gleichungen 

a! =0%, wel [&,, Bl, = (3) 
genügen und daher die gleichen Eigenschaften wie die ß-Matrix besitzen. In 
diesem Sinne sind die Überlegungen von (132.5 bis 17) direkt auf «,, &, oder &, 
übertragbar. So besitzt auch «, die Eigenwerte +1. Nach (1) kann daher die 


2-Komponente der Geschwindigkeit v, nur die Eigenwerte +c besitzen. Für 
die Erwartungswerte von v, in beliebigen Zuständen, die nach (122.12) zwischen 


den Eigenwerten liegen, muß 


gelten, da nach (122.12) jeder Erwartungswert ein Gemisch der Eigenwerte 
darstellt und im vorliegenden Fall also zwischen + c liegen muß. Im vorigen Ab- 
schnitt wurde gezeigt, daß die Eigenzustände der ß-Matrix nur im Grenzfall 
p > 0 Eigenzustände der Energie sind. Die Eigenzustände von «, dagegen sind 
nur Energieeigenzustände im entgegengesetzten Grenzfall 9, — ©. In dieser 
Grenze nämlich kann der Hamitrtonoperator näherungsweise durch 


Hrca,p, für 9,>© (5) 
ersetzt werden, und in den Eigenzuständen 
% Yı = + Yı+ (6) 
nimmt die Energie die Werte 
E*s. +cp,Z0 (7) 


an. Dies ist der extrem relativistische Fall mit v, > +c. Bei normalen Impulsen p 
dagegen sind die Eigenzustände der Energie weder Eigenzustände von ß noch 
von «,, sondern Gemische aus beiden. . 


Nach der speziellen Relativitätstheorie ist die Liehtgeschwindigkeit die maximal 
erreichbare Signal- oder Gruppengeschwindigkeit. Diese Bedingung wird auch 
3* 
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von den Erwartungswerten der Geschwindigkeit im Rahmen der Diracschen 
Theorie erfüllt, wie Gleichung (4) zu entnehmen ist. Der allgemeine Beweis für 
|ö|<c wird weiter unten am Schluß von [135] geführt. Außerdem kann noch 
gezeigt werden, daß in einem Eigenzustand mit a, = +1 und v,=cdie Erwartungs- 
werte der beiden übrigen Komponenten V, und v, verschwinden. Im Zustand 
v=u, von (6) gilt nämlich 


v= e(y; %,Y) = c(a;V, N) => eb, 0,0%, )) 


8 
= - cl), .%,b) = ch, 4) = -%, (8) 


und daher 
v„=Vv„=0 wenn VW=+6, (9) 


weil entsprechendes natürlich auch für v, gilt. Bei diesem Beweis wurde von «, 
lediglich die Hermitizität und Antivertauschbarkeit mit «, berücksichtigt. Die 
rein mathematische Aussage der Gleichungen (8) und (9) ist bedeutungsvoll 
und wird auch bei anderer Gelegenheit herangezogen, siehe etwa (134.24). 


In Gleichung (4) ist eine sehr merkwürdige Aussage enthalten, daß nämlich 
nur die Mittelwerte der Geschwindigkeit beliebige Werte im Bereich zwischen + c 
und —c annehmen können, daß als Meßwerte jedoch strenggenommen nur die 
Eigenwerte v, = +c beobachtet werden können. Das zu einer Messung von Vv, 
gehörige mittlere Schwankungsquadrat aber ist nach (122.15) 

(Ann nei n-d-% (10) 
also um so größer, je kleiner v, selbst ist. Um daher eine anschauliche Inter- 
pretation der Elektronenbewegung zu geben, muß man sich diese als eine Art 
Zitterbewegung vorstellen, die mit sehr großer Schwankung um den Mittel- 
wert V, herum erfolgt. Hinter dieser „Zitterbewegung“ verbirgt sich eine Art 
zusätzlicher Rotationsbewegung, die das Elektron „um seinen eigenen Schwer- 
punkt‘“ vollzieht und die im Spindrehimpuls des Elektrons ihren Ausdruck 
findet, siehe [145] und [152]. Natürlich dürfen derartige anschauliche Inter- 
pretationen nicht allzu wörtlich genommen und vor allem nicht überbewertet 
werden. Entscheidend für die Theorie des Elektrons sind letztlich deren mathe- 
matische Aussagen und nicht die von ihnen heraufbeschworenen anschaulichen 
Bilder. 


134 Spinmatrizen 


Für die Plus- und Minusvertauschungen der Geschwindigkeitsmatrizen gilt 
[KXox],= 21 [Kox]l_= -2ilx9. da) 


Die erste Beziehung folgt aus (131.6), die zweite muß ein antisymmetrischer 
Tensor sein, dessen Komponenten durch einen Vektor o’ dargestellt werden können. 
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Für zwei Vektoren X und ®, die mit « vertauschbar sind, gilt daher 
ATo BR - Al, Ro 8], + [ao #178 &) 
= AB-HAXT)B-AB+H+ICAX BD). 
Nach Projektion auf e, und e, kann die zweite Gleichung (1) 
[&;. 4]. = — 2ile;, 9, e2] = 2idılei, e&, eılcı (3) 


durch die Spatprodukte fe;, &,., &]= +1; 0 dargestellt werden, im einzelnen also 
wegen [&;, %]- = 2%;0;, für ö =# k durch 


0, = —10,%, oy= 10,0, 0,= —10,%y. (4) 

Die Auflösung von (1) und (3) nach o ist daher 
ZiI=ExK 2io; = Dr, ıle;, &, el R&- (5) 
Die drei in 0 = 8,0, + &y0, + &% zusammengefaßten Matrizen heißen Spin- 
matrizen, weil sie eine Art Eigenrotation des Elektrons beschreiben, seinen Spin. 


Die Komponenten des Spinvektors o° sind antivertauschbare, hermitische 
Matrizen mit den Eigenwerten +1: 


o'=0 [d, 0]. = 20;2- (6) 
Die Hermitizität von o, z.B. 
= ( iaya,)' io! u 1,0, idyd,= 0% (7) 


folgt aus derjenigen von «, und a,. Die zweite Gleichung (6) beweisen wir für 
i=k=t: 


= -,,,y,=tyn—1 (8) 
und fürı =, k=y: 
0,9, = — RyR,;, = Er, = 10, (9) 
Oy9z = — Rd ydz = — rk = —10,. 


Diese Gleichungen und entsprechende mit zyklisch vertauschten Indizes lassen 
die weiteren Beziehungen 


04,0, = — 040, = 10, 9,%, = — 0,0, =10, 06,0, = — 050, = 10, (10) 


zwischen den Komponenten von 5 erkennen. 
(6) und (10) können in den Tensorgleichungen 
Kßo9],=21 [6 o5]_= -2ilx 9 x0=2is (11) 


zusammengefaßt werden. Der Vergleich von (1) und (11) zeigt, daß stets 


(12) 


LoX=700=- 1,507], + rl oo] =1-ilxF 
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gilt, bei Projektion auf A und ® also 


AR o BE— AUTO BT-AUB+HITAX BD). (13) 


Die eingerahmten Formeln werden beim Rechnen vielfach benötigt. 


Als hermitische Matrizen können die Komponenten von o’ physikalisch beob- 
achtbare Größen darstellen. Um ihren Zusammenhang mit der Drehbewegung 
klarzustellen, beachten wir, daß der Bahndrehimpuls[=rx p in der SCHRÖDINGER- 
schen Theorie eine Erhaltungsgröße war. Beim Diracschen HAmILTonXoperator 
hingegen liefert die Vertauschung 

[H,1]_= [mo?ß + cXp, ıxpl_=calporl_xp = -. exp. (14) 
Die Vertauschung von H und 5 aber 
[H, 9]_= (dp oaxK—-Exxocp)e/2i 
»[Xo8],x&—-ax[XoR],p)e/i (15) 


( 
(Px&—Exp)ei=2ickxp 
) 


unterscheidet sich von (14) nur um einen Faktor —2/h. 
Daher kann durch 


(16) 


eine entsprechende Erhaltungsgröße der Diracschen Theorie gefunden werden, 
der Gesamtdrehimpuls j. Er besteht aus Bahndrehimpuls [ und Spindrehimpuls 3. 
Demnach beschreibt 3 = %o/2 tatsächlich eine Drehbewegung. Da sie unab- 
hängig vom Bahnverlauf r ist, fassen wir sie als Eigenrotation auf. Die Kompo- 
nenten von 3 erfüllen untereinander die gleiche Vertauschungsrelation wie die- 
jenigen von [: 

z, Yyl- = ihl, [2,, 3,]- iz ihß,, (17) 


wie aus (10) zu entnehmen ist. In Vektorform lauten diese Beziehungen 


IxI=inl 


ixj=ihj. (18) 


In [Q 75] wird gezeigt, daß diese Relationen jeweils einen Vektoroperator, als 
erzeugenden Operator der Drehgruppe charakterisieren. Außerdem besitzen Vek- 
toren wie I, $ und j, die den Vertauschungen (18) genügen, die Eigenwerte: 
32 > Rs(s+1) 8,>hm m=—-s,—8s+J1l,...,+8s. (19) 
Hier gilt, unabhängig vom Zustand stets 


he 
Bart also s= 1 


7 ri = (20) 
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Daher besitzt auch 3, nur die Eigenwerte 
,=-45,>4,%, also m- +5 (21) 


in Übereinstimmung mit (19). 
Die Eigenwertgleichung für o, 
%X+ = ++ (22) 


kann wieder durch eine zu (132.6, 7 oder 10) analoge Darstellung wie 


I ar ee Hr 


befriedigt werden. y, und y_ sind dann die Eigenzustände der Diagonalmatrix o,. 
Die einzelnen Komponenten von o’ sind nach (10) antivertauschbar. Wegen (122.5) 
gibt es daher keine Zustände, die gleichzeitig Eigenzustände von o, und o, bzw. o,, 
sind. Die Antivertauschbarkeit von o, und o, hat vielmehr ganz entsprechend 
zu (133.8 und 9) zur Folge, daß in einem Eigenzustand von o, 


%,=%,-0, wenn 5,=+l (24) 


ist. Jetzt sollen die Komponenten von o, und o, unter der Voraussetzung (23) 
für o, berechnet werden. Für o, wird der Ansatz 


“-(, ) (25) 


gemacht. o, muß den Gleichungen 

[o,, 5], = 0 a=1 o=0, (26) 
genügen. Mit (23) und (25) werden diese Gleichungen zu Bedingungsgleichungen 
für die komplexen Zahlen a, b, c,d: 


ward be=1 b*=c. (27) 


Wegen der letzten beiden Gleichungen muß bb* = 1 sein. Es kann ‚daher 
b = c* — e!# mit 9 als beliebiger reeller Zahl angesetzt werden. Die allgemeinste 
Matrix, die den Bedingungen (26) unter der Voraussetzung (23) genügt, ist daher 


. | e ‘ j (28) 


erir 0 
Die zugehörige Matrix’ o, berechnet sich unmittelbar aus der Gleichung 
f ‚[1 0 0 er 0 -iel? 
= -in=-il, Re 0)” (iomir N )- (29) 


Verlangt man also, daß o, in der Form (23) diagonal ist, so folgen o, und o, daraus 
entsprechend (28) und (29). Wählt man mit g = 0 die einfachste Form dieser 
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Matrizen, so entstehen die sogenannten PauLischen Spinmatrizen 


u en 0 2 1 0 
=, 1 tel; v ph 


-(b re 
e,t+iey —E& € 


für die Komponenten. €®=e,-tie,ist ein Vektor, der jeden Vektor r entsprechend 
Er=x+iy auf die komplexe xy-Ebene projiziert. Für die skalare Multipli- 
kation mit einem Vektor W folgt 

FU - er . Sl 


A,+i4, —4, 130) 


Schließlich behandeln wir noch folgendes Problem: Die hier mit y° bezeichnete 
Eigenfunktion von o, sei in irgendeiner an sich beliebigen Darstellung gegeben, 
und die Eigenfunktionen y zu sa sind gesucht, mit a? = 1. oa ist die Komponente 
der Spinvektormatrix in Richtung a. Sie erfüllt nach (6) und (13) die Gleichungen 


Salt=da (sa’=1 sa>s=+l. (32) 


Zur Lösung dieses Problems betrachten wir zunächst die Gleichungen 
% = Ei a ne ayhr = i0,0,% =iy (33) 
Ei z -y° %% = a 7 0 = io,0,%) == iQ, . 

Hierbei wird eine der Lösungen y° als bekannt angenommen, die zweite kann 
wegen (132.14) durch die zweite Gleichung definiert werden. Die dritte Gleichung 
folgt aus der Relation (10) für die Komponenten der 5-Matrix, die übrigen aus 
den beiden ersten. Die gesuchte Eıgenfunktion % von sa wird als Linearkombi- 
nation aus den Eigenfunktionen (33) angesetzt und erfüllt demzufolge die Be- 
dingungen 


u rn vB r+AL (34) 
94.= IB +iay 4=Ay,— Bi. 
Die Eigenwertgleichung 
say=sy mit da=0,4,+ 0,4, + 0,4, (35) 


wird jetzt 
s(Ay% +By°)=(a,B-ia,B+a,4)4° +(a,A+ia,A—a,B)y°, (36) 


und der Koeffizientenvergleich liefert die Bedingungen 
sA= (a,—ia,)B-+ a,4 sB=(a,+ia,)A— a,B, (37) 


die zu : 
4A a,—ia, s+a, P 


2-®=1 (38) 


B s—a, a,-+ia, 
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zusammengefaßt werden können. Das zweite Gleichheitszeichen enthält =a?=]1, 
und die Lösungen von (35) können durch 


or) 2) | on 


l+a, L- 


beschrieben werden. Die Normierungskonstante ist wegen a? = 


1 a,.+ay 2 2 l-+a, 
alt ara Ita, Bag: =) 


In der Darstellung (23) mit o, als Diagonalmatrix sind die Lösungen 


l+a,/l l+a, (-a* B _ a,+ia, 
u- 5 (.) 1.=V 3 3 mit a=“ 0". (M) 


Aus diesen Gleichungen kann auch die umgekehrte Aussage entnommen 
werden: zu jedem beliebigen Spinzustand y läßt sich eine „Eigen“richtung a, 
mit a7 — 1 angeben, in der die zugehörige Spinkomponente a,5 einen Eigen- 
wert, nämlich +1, besitzt. Zum Beweis beachten wir, daß jeder Zustand % 
wie in (34) durch y = Ay + By! dargestellt werden kann, da die Eigen- 
funktionen y°. von o, hinsichtlich der Spinabhängigkeit ein vollständiges System 
bilden. Die von dem gesuchten Vektor o, zu erfüllenden Bedingungsgleichungen 


„wy=YX ad=] (42) 


führen auf die drei Beziehungen (38) zwischen der komplexen Zahl A/B und den 
Komponenten a,, a, und a, von a,. (38) enthält eine komplexe Gleichung für 
a,+ ia, als Funktion von A/B sowie die Normierungsbedingung zur Bestim- 
mung vona,. Für die Erwartungswerte gelten die Gleichungen 


„e=1 ,x0=0. (43) 


Der zweite Ausdruck enthält nur 5-Komponenten senkrecht zu a, und ver- 
schwindet ganz analog zu (24). Für den Erwartungswert von 5 entsteht somit 


°-a,x(,x9)=a, (44) 
135 Pseudoskalare Matrix 


Schließlich wird noch eine weitere Matrix 


| 7= —id,8,%, (1) 


eingeführt, die als pseudoskalare Matrix bezeichnet wird, weil sie, wenn die «; 
Vektorkomponenten sind, bei Inversionen t > —r ihr Vorzeichen wechselt wie 
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ein Pseudoskalar (Beispiel: Spatprodukt aus drei polaren Vektoren). Auch sie 
besitzt die Eigenschaften 

= t=r, (2) 
wie man durch Einsetzen der Komponenten von & und Verwendung der 
Relationen (131.6) leicht einsieht. Unter Berücksichtigung der Definitions- 
gleichungen (134.4) für 5 folgt aus (1) 


4,9, = 4yy =, =T. (3) 
Multipliziert man jede dieser Gleichungen von rechts mit o, bzw. o, und o, oder 
von links mit &,, &,, &,, so entstehen die Gleichungen 
“=10 o=Xr. (4) 
Die pseudoskalare Matrix + transformiert also den „axialen‘‘ Vektor 5 des Spin- 
drehimpulses in den ‚polaren‘ Geschwindigkeitsvektor %&. 


Die praktische Handhabung der Gleichungen (4) vereinfacht sich schließlich 
dadurch, daß + beliebig rechts oder links von 5 bzw. « stehen darf, weil x mit allen 
diesen Matrizen vertauschbar ist. Wir beweisen zunächst die Vertauschbarkeit 
von r mit «, unter Beachtung der Definition (1): 


8,7 = —1020,0%, = +18,0,0,%, = — 10,0, = Tr: (5) 


Der Beweis für «, und «, verläuft analog. Die Vertauschbarkeit von r mit o wird 
dann durch die Gleichungen (4) und (5) in der Form 


> u er 
To =TrLE=TaTr=oTT=or (6) 
bewiesen. Zusammenfassend ergibt sich also 
F,x%]_=0 7,5]_=0, (7) 
was zu beweisen war. 


Mit ß dagegen ist  antivertauschbar: 
Pr= -ißa,a,; = +ia,Ba,a, = —i0,0,ßr, = +i0,0,uß = —Tß. (8) 


Schließlich können wir aus der anschließend bewiesenen Beziehung 


die für einen beliebigen Zustand y gilt, entnehmen, daß c? offenbar den 
Zahlenwert des Vektors 5 bedeutet. Die Gleichung -1<?T< +1 bringt zum 
Ausdruck, daß der Betrag des Erwartungswertes von v stets unterhalb der 
Lichtgeschwindigkeit bleibt. 5 besitzt offenbar genau die entsprechend (134.42) 
zu x gehörige Eigenrichtung a,, und die Gleichung X = 75 kann gewissermaßen 
als eine Zerlegung der Geschwindigkeit in Betrag und Riehtung aufgefaßt werden. 
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Zum Beweis von (9) beachten wir, daß das erste Gleichheitszeichen aus der 
Definition (133.1) von v folgt und das zweite aus (4). Das dritte ist keineswegs 
verallgemeinerungsfähig, sondern gilt nur hier, weil wie in (134.44) 


=: 9 > S__ ee 10 
70=597=0,0007-1a,x (a, xo7) (10) 


gesetzt werden darf und weil auch hier gilt 
a,oT=(a, X WM)=-X WW) =T 
a,x0r= (0,1, xrY)=- (0, XFron,oY)=—-a,x0r=0, (11) 


denn in der letzten Zeile ist 0,5 mitt vertauschbar, mit 0, x 6 aber antivertausch- 
bar, weil a, x 0’ nur zu o, senkrechte Komponenten enthält. Aus (10) und (11) 
folgt der letzte Ausdruck in (9) und wegen (134.44) dann auch der vorletzte. Für 
Zustände y, die vom Ort abhängen, gelten diese Betrachtungen sowie die vom 
Schluß [134] im allgemeinen nur lokal, das heißt, ohne Durchführung der 
t-Integrationen in den Erwartungswerten.d =D (t, £) ist (bei geeigneter Normie- 
rung) dann der „lokale“ Erwartungswert einer Geschwindigkeitsströmung. 


136 Zusammenfassende Darstellung aller Matrizen 


Bislang sind uns im Rahmen der Diraoschen Theorie acht Matrizen M = ß, 
%r, Ayı dz, O2 Os Oz, T begegnet, deren jede die Gleichungen 


Mt=M M=1 M=+1 (a) 


befriedigt. Die erste besagt, daß M als physikalisch meßbare Größe in Betracht 
kommt. Die zweite besagt, daß ihre Eigenwerte M— +1 sein können. Die dritte 
endlich schließt den Fall aus, daß M nur Eigenwerte +1 hat (und dann mit der 
Einheitsmatrix identisch wäre). Diese dritte Forderung folgt daraus, daß es zu 
jeder der acht Matrizen andere gibt, mit denen sie antivertauschbar und daher 
nicht vertauschbar ist. Die Eigenschaften, die jede dieser Matrizen für sich 
allein besitzt, wurden in den voraufgehenden Abschnitten genauer untersucht. 
Nunmehr interessieren die gegenseitigen Relationen zwischen ihnen. Aus der 
Gesamtbetrachtung dieser acht Matrizen können wir die drei in « zusammen- 
gefaßten Matrizen herauslassen, indem wir sie mit den von (135.4 und 6) her 
bekannten Gleichungen 


K=rT0=0r (2) 


durch x und 5 darstellen. 


Die verbleibenden fünf Matrizen ß, 7; o,, o,, o, zerfallen in zwei miteinander 
vertauschbare Gruppen. Die Vertauschbarkeit von 7 und 5 wurde bereits in 
(135.6) bewiesen. Die Vertauschbarkeit von ß und 5 folgt aus 


Bo, = —ißa,, = +iayßa, = —i0,,B = o,B (3) 
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und entsprechenden Gleichungen für o, und o,. Zusammenfassend besagen daher 
die Gleichungen 


| 851-0 5 5L=0, | & 


daß jede Matrix der einen Gruppe ß, + mit jeder Matrix der anderen Gruppe 
5 = 0,05 + 8,0, + &;0, vertauschbar ist. Innerhalb der beiden Gruppen ist 
jede Matrix mit jeder anderen Matrix antivertauschbar; denn nach (135.8) 


und (134:10) folgen die Gleichungen 
[B,2],=0 (9, 01.=0 für i+k.| 


Die Konsequenzen der Gleichungen (4) und (5) sind noch zu untersuchen. 

Die Vertauschbarkeit (4) der beiden Gruppen hat nach (122.5) zur Folge, daß 
irgendeine Matrix der einen Gruppe und irgendeine der anderen Gruppe im glei- 
chen physikalischen Zustand gleichzeitig und unabhängig voneinander Eigen- 
werte, hier also +1 besitzen können, die sich zu insgesamt vier verschiedenen 
Möglichkeiten kombinieren. Als Beispiel greifen wir die Matrizen ß und o, heraus 
mit ihren Eigenwerten 8 > +1 und 0,— +1. Zu diesen Eigenwerten gehören 
insgesamt vier Eigenfunktionen \. ı. Die gemeinsame Darstellung von ß und o, 
mit.ihren zugehörigen Eigenfunktionen kann z.B. in der Form 


(0 -ı) «(0 1) a) 


erfolgen, wenn gleichzeitig vereinbart wird, daß ß stets nur auf den linken Teil 
von ) operiert und o, nur auf den rechten. 

Eine zweite Möglichkeit besteht darin, den vier Eigenwerten entsprechend 
vierreihige Matrizen für ß und o, einzuführen: 


(5) 


1 0 1 0 
1 —1 
A; „_ 7 
= “ 1 
0-1 0 —1 
Die zugehörigen Eigenfunktionen sind dann 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
Ya +- = nl -+ = __= 8 
u 0 u 0 =] ’ 0 2 
0 0 0 1 


Sie können als b, mit » = 1, 2, 3, 4 durch einen einzigen Index unterschieden 
werden. 


Eine dritte und oftmals übersichtlichere Methode besteht darin, zwar die vier- 
komponentige Darstellung im Sinne von (7) und (8) zu verwenden, aber durch 
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Benutzung von zweikomponentigen bzw. zweireihigen Untermatrizen zu ver- 
einfachen. In diesem Sinne werden ß, 6 und U durch die Untermatrizen 


ee ar 


dargestellt. I bedeutet hier eine zweireihige Einheitsmatrix. Die entsprechende 
Darstellung für 7 und & ist 
0I 05 
E =10= . 1 

T (i >) “=1to | ) (10) 
Der hier benutzte (willkürliche) Ansatz für 7 befriedigt insofern alle erforderlichen 
Bedingungen, als er mit 5 vertauschbar ist und mit ß in gleicher Weise anti- 
vertauschbar wie co, und o, von (134.10) untereinander. Setzt man für die zwei- 
reihigen 5-Matrizen in (9) und (10) noch die Pauzischen Spinmatrizen (134.30) 
ein, so sind damit alle Komponenten aller Matrizen im Rahmen einer speziell 
gewählten Darstellung vollständig bestimmt. 


Bei praktischen Rechnungen mit den Matrizen allerdings wird man deren 
explizite Darstellung weitgehend vermeiden und bemüht sein, mit den Vertau- 
schungsrelationen und sonstigen Beziehungen zwischen ihnen allein zu rechnen. 
Ist dies nicht in einfacher und übersichtlicher Weise möglich, so gibt man zwei- 
komponentigen Darstellungen im Sinne der Gleichungen (9) und (10) den Vor- 
zug. Die Durchführung von Rechnungen in der vollständigen Komponenten- 
schreibweise kann sehr umständlich werden. Man bedenke dabei, daß in den acht 
vorkommenden vierreihigen Matrizen mit ihren komplexen Komponenten 
insgesamt 8 x 16 x 2 = 256 Zahlen zusammengefaßt sind. Das Rechnen mit 
diesen Matrizen bedarf einer gewissen Routine, die man sich beim Studium dieses 
Kapitels durch Nachrechnen von Beispielen erwerben sollte, bevor man die 
weiteren Kapitel liest. 


137 Stationäre Zustände freier DirActeilchen 


Wirkt kein elektromagnetisches Feld auf das Elektron, so kann U=-4X=0 
gesetzt werden, und die Bewegung des Elektrons (131.1) wird mit & = ro durch 
ho FR 
- - —U=Hl H=meß+crop vy=1 (1) 


beschrieben. Zunächst beachten wir, daß die Operatoren von 


[H,p]_=0 [H,0p]_=0 [p, p]_=0 (2) 


miteinander vertauschbar sind und demzufolge im gleichen Zustand Eigenwerte 


besitzen können. Der in t und t periodische Ansatz 
Ipr-En 
h 


yergue p=ap a1 [H,dal.=0 (8) 
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ist ein stationärer Zustand, in dem Energie E und Impuls p gleichzeitig Eigen- 
werte sind. Im HamıtLtoxoperator kann p durch p ersetzt werden, und der ver- 
einfachte HamILroxoperator ist mit oa, der Spin-Komponente in p-Richtung, 
vertauschbar. 

Beim Einsetzen von (3) in (1) entsteht eine Bestimmungsgleichung für u: 
Hu=Eu H? = e’((mc)’ + 9?) = E? Deyy: (4) 
Die Lösung liefert uns ein Produktansatz, wobei y, eine Eigenfunktion der Spin- 


Komponente oa in Richtung des Impulses p ist und n. eine solche für die Energie- 
eigenwerte. Nach (134.32) ist (0a)? = 1. Daher gelten die Gleichungen 


sa Is = Ss (Xs> Xs) = Op: (5) 


Die entsprechende Gleichung für die Energieeigenfunktionen lautet in dimensions- 
loser Form 


(6) 
Die hier eingeführte dimensionslose Matrix h folgt aus (1) und (4) als 
== 4 een > R für 7> 2 (7) 
IEI Vme®+p® IsT x 


und besitzt die Eigenschaft h?— 1. Auf Grund des Produktansatzes (4) wird Sa 
durch den zugehörigen Eigenwert s ersetzt. h ist eine aus ß und 7 gemischte 
Matrix. Sie geht für kleine Impulse in ß, für große aber in sr über. 


Zu einem einzigen Impuls p existieren somit vier verschiedene Eigenzustände, 
in denen die Spin-Komponente oa in Impulsrichtung und das Energievorzeichen 
h die Eigenwertes = +1lunde = +1 besitzen. Im Sinne der Gleichungen (136.7 
und 8) können wir für die wegen (3) vertauschbaren Matrizen h und oa als spezielle 
Darstellung eine solche wählen, in der beide Diagonalmatrizen sind: 

1 0 1 0 
1 er —1 
h= oa= ; (8) 
=] 1 
0 —1 0 —1 
Die zugehörigen Eigenfunktionen (3) enthalten dann für u vier Lösungen, die 
sich entsprechend 000 


u= (%, n) = : r 
01 


mit 8 


+ooo- 
|+o0o - 
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in einer Matrix zusammenfassen lassen. Jede Spalte dieser Matrix stellt eine 
durch e und s charakterisierte vierkomponentige Lösung ‚‚n‘‘ dar. Trivialerweise 
erfüllt die Matrix u die Gleichungen 


uu=1 uu=]1. (10) 


Die Komponentendarstellung dieser beiden Gleichungen 
DausnYa,n = Önn Din Yan Urn = dan (11) 


läßt erkennen, daß die Lösungen ein orthonormiertes und vollständiges System 
bilden. 

Die hier in (8) und (9) gewählte besonders einfache Darstellung der Lösungen 
ist nicht für alle Fragestellungen ausreichend. Zum Beispiel ist es schwierig, 
etwa den Erwartungswert ß in einem der Zustände (9) zu berechnen. Deshalb 
ist es oft von Vorteil, die Eigenfunktionen n des Operators h als Linearkombi- 
nationen aus Eigenfunktionen 7%. von ß aufzubauen: 


ned +2 Br, = En, =: (12) 


Die letzte Gleichung folgt aus (132.13 und 14). Zur Abkürzung führen wir die 
Größen 


20 = Vmc) + p "= p/(po + me) (13) 
ein. Dann lautet die Eigenwertgleichung (6) 
poe(An} + Bnt) = me(An} — Br?) + ps(An? + Bl). (14) 
Beim Vergleich der Koeffizienten neben 7° und n° entstehen zwei Bedingungen 
(me-mc) A=psB (petmce)B=psA (15) 
zwischen A und B, die sich als 
a a=1 (16) 


darstellen lassen. Das zweite Gleichheitszeichen enthält mit s? = 1 die Bedingung 
€? = 1, und die beiden in (12) angesetzten Eigenfunktionen sind jetzt 


B; ps 
4, (+) Alm) 
1 o,A-.0\_ 0 p8 0 
n-= B_ (m dr a) B- (m? ET )- 


Die Normierungsbedingungen’für n, und n_ bestimmen die noch offen gebliebenen 
Koeffizienten A, und B_: 


ı _ı1 1 » a 2Po 


Mit (13) entsteht der letzte Ausdruck. 


(17) 
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Nunmehr lauten die Eigenlösungen von h 


In der speziellen Darstellung (132.6) mit ß als Diagonalmatrix lauten sie 


1 “ — TS 
=6(,.) i-c[ 1 ): (20) 
Wählen wir wie vorher für die Spin-Funktionen wieder die gleiche Darstellung, 
in der da eine Diagonalmatrix ist, so lassen sich die aus (20) hervorgehenden vier 
Lösungen in der vierreihigen Matrix 


1 0-n 0 
0 10Rr 
u= >C 21 
(Ua,n) 01a (21) 
0-z 01 
zusammenfassen. Wieder stellt jede der Spalten eine der Lösungen mit n = „s, Ss“ 
= +44, +-, +, — — dar. Auch in dieser Darstellung erfüllen die Lösungen, 


wie zu erwarten war, die Bedingungen (10) und (11) für Orthogonalität und 
Vollständigkeit. Für manche Zwecke ist es günstig, die Matrix (21) 


u-c[ T ) (22) 
70 I 


durch zweireihige Untermatrizen darzustellen. o, stimmt formal mit der zwei- 
reihigen Paurischen Spinmatrix o, von (134.30) überein. 


Schließlich wird man gelegentlich auch die Eigenfunktionen %, durch Linear- 
kombinationen der Eigenfunktionen y° der Matrix o, darstellen wollen. Oftmals 
kann dies einfach dadurch geschehen, daß man das Koordinatensystem von 
vornherein geeignet wählt, so daß p in z-Richtung weist. Dann ist die Aufgabe 
durch die Gleichungen 


a=6 tr a 5 (23) 
trivial gelöst. Hat man dagegen Gründe, die z-Achse in eine andere Richtung zu 


legen, so entsteht für die Berechnung von , ein zu den Gleichungen (12) bis (19) 
analoges Problem, das am Schluß von [134] bereits behandelt wurde. 


138 Erwartungswerte der Geschwindigkeit 


In [137] wurden die Zustände eines kräftefreien Diracteilchens berechnet. 
Zu diesen Zuständen sollen jetzt die Erwartungswerte und Übergangselemente 
der in (133.1) eingeführten Geschwindigkeitsmatrix 


b=ck=c7o (1) 
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bestimmt werden. Es werden nur Zustände mit gleichem Impuls p betrachtet. 
Die Gesamtheit der Erwartungswerte und Übergangselemente ist dann eine Matrix, 
die unter Verwendung von (137.22 und 19) mit o,= oa und a = p/|p| berechnet 
wird: 


Ca dn) > tern - 0” : a a I =“ 


— 10, c5 70 
LMC+P | I no,\fendo, co (2) 
2P0 —no, 1 ec -—endo 


mc+P , na +n0,8° 5 -— 7°0,0% ) 


) ER — Ei o_ —_ 
2Po G—- n’0,00, RO, — NO 


Diese insgesamt 16-komponentige Matrix ist in vier Untermatrizen aufgeteilt. 
Im letzten Ausdruck von (2) befinden sich oben links die Übergänge zwischen 
Zuständen positiver Energie, unten rechts diejenigen zwischen Zuständen nega- 
tiver Energie und außerhalb der Diagonalen die Übergänge zwischen Zuständen 
positiver und negativer Energie. Daß die Komponenten außerhalb der Diagona- 
len nicht verschwinden, zeigt wieder, daß Eigenzustände zu gegebenem Impuls p 
und gegebener Energie E nicht gleichzeitig Eigenzustände der Geschwindigkeit 
sein können. 


Die Diagonalelemente in (2) für positive und negative Energien tragen entgegen- 
gesetzte Vorzeichen und sind im übrigen gleich. Demnach tragen die Erwartungs- 
werte der Geschwindigkeit in negativen Zuständen das entgegengesetzte Vor- 
zeichen. Da in positiven Energiezuständen Geschwindigkeit und Impuls die 
gleiche Richtung besitzen, sind sie in negativen Energiezuständen entgegen- 
gerichtet. Ein Teilchen, auf das durch Stoß ein Impuls p übertragen wurde, 
läuft in entgegengesetzter Richtung davon. Das liegt daran, daß dieses Teilchen 
wegen seines negativen Energievorzeichens offenbar eine negative träge Masse 
besitzt. 

Die Matrixelemente von » zwischen Zuständen positiver Energie sind in (2) 
links oben enthalten, und ihre Auswertung liefert mit (137.13 und 18) sowie 
(134.12) 


v,,= 2. Goda+adod)= Er. 
ep ep _ OE(p) @) 


Yen 
**  Vmoy?+p® Ep) op 


Die Matrixelemente zwischen Zuständen negativer Energie unterscheiden sich 
von (3) nur um das Vorzeichen: 
ERES IE VEOSU RR: OBEREN, |. E=-|B|. (4) 
Vmo®+p®  0p 
Zwischen den Zuständen verschiedenen Spins existieren keine Übergangselemente. 
Das liegt daran, daß die Matrizen sa und Xa miteinander vertauschbar sind 


4 Macke, Quanten und Relativität. 2. Aufl. 
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(a = p/|p|). Im Falle kleiner Geschwindigkeiten geht der Erwartungswert der 
Geschwindigkeit über in 
s>+4 für |öl<c. (5) 


Nunmehr betrachten wir die Erwartungswerte von ß bei freien Teilchen. 
Aus (131.1), (3) und (4) folgt zunächst 


H=meB+5p meB= (1 - p2/0p) E(p). (6) 
Dabei entsteht je nach Energievorzeichen 
+B = (1 - p8/0p) Y1+ (pme)?= [1 + (pimo"", (7) 


also gerade die von (113.20) her bekannte, in relativistischen Formeln häufig 


auftretende Größe un Bee 
+B= VI- Wo? =. (8) 


14 Einfluß elektromagnetischer Felder 


Zusammenfassung: Allgemein bieten sich zur Beschreibung der relativistischen Be- 
wegung eines Teilchens drei Möglichkeiten an: eine Differentialgleichung unendlich hoher 
Ordnung hinsichtlich t, die KLEIn-Gorpon-Gleichung als Differentialgleichung zweiter 
Ordnung hinsichtlich der Zeit und die Diracsche Matrixgleichung. Die erste stellt eine Potenz- 
entwicklung nach 1/c dar und kommt nur für Näherungsmethoden in Frage, allerdings mit 
gewissen Abwandlungen, die in [145] und [146] genauer untersucht werden. Die zweite scheint 
Lösungen mit indefiniter Energie zu enthalten, die außerdem nicht normierbar sind. Bei 
veränderter Interpretation aber beschreibt sie Mesonen und Schallquanten. Die dritte be- 
schreibt das relativistische Elektron. Beim Übergang zur nichtrelativistischen Theorie 
gehen alle diese Gleichungen in die Schröpisaergleichung über. Beim Vorhandensein eines 
Magnetfeldes ® allerdings liefert die Diracgleichung noch ein zusätzliches magnetisches 
Spinmoment u,= eho/2m, das durch Eigenrotation des Elektrons mit dem Drehimpuls 


= ho /2 hervorgerufen wird. 


141 Kuein-Gorvonx-Gleichung 


In [131] wurde die von KLEIN und GorDon gefundene Wellengleichung er- 
wähnt, die prinzipiell auch für die relativistische, quantenmechanische Be- 
schreibung eines Teilchens in Betracht kommt. Sie soll im vorliegenden Abschnitt 
besprochen und im nächsten mit der Drracgleichung verglichen werden. Dabei 
wird sich herausstellen, daß nur die letztere das Elektron und insbesondere dessen 
Spinbewegung richtig beschreibt. 

Bei formaler Anwendung des in [12] dargestellten Schemas für die Quantelung 
nichtrelativistischer Systeme auf die relativistische Bewegung [11] eines freien 
Teilchens entstehen die Gleichungen 


-— —9=Hp H = c Y(mec)’+ p? P=-5 (1) 
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Der von (113.8) übernommene Hamıtrtoxoperator H ist hier eine kompliziertere 
Funktion von p als in der nichtrelativistischen Theorie. p ist wie früher der 
Operator des kanonischen Impulses. Die Teilchenbewegung im äußeren elektro- 
magnetischen Feld entsteht aus (1) durch Erweiterung mit der in (113.9) an- 
gegebenen ‚Regel und überführt den HAamıLtoxoperator formal in 


H=eU +cY(mc’+q qa=p-—eN. (2) 


Die praktische Verwendung der durch die Gleichungen (1) und (2) gegebenen 
Theorie stößt auf gewisse Schwierigkeiten, die vor allem daher rühren, daß der 
Differentialoperator p im HAmILToXoperator unter dem Wurzelzeichen auftritt 
und in dieser Form nicht ohne weiteres definiert ist. Trotzdem kann (1) bzw. (2) 
als vernünftig definierte Bestimmungsgleichung der hier mit o(t, t) bezeichneten 
Wellenfunktion angesehen werden. Zu diesem Zweck kann man das Wurzel- 
zeichen in (2) etwa als symbolische Abkürzung für die entsprechende Reihen- 
entwicklung nach Potenzen von 1/mc auffassen: 


c Ymo? + ®=ma+ I et u, (3) 


2m 8m (me) 


Dann entsteht eine Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung hinsichtlich r, 
zu deren eindeutiger Lösung eventuell noch die Angabe von sehr weitgehen- 
den Randbedingungen erforderlich ist. In diesem Sinne enthalten die ersten 
Glieder von 4 wie in (113.5) den nichtrelativistischen HAmILToNoperator, und 
die weiteren Glieder stellen entsprechende relativistische Korrekturen dar. Die 
Reihenentwicklung (3) konvergiert bei Anwendung auf p gut, wenn die Wellen- 
funktion ein Teilchen beschreibt, dessen Geschwindigkeit klein gegen c ist. 
Aber gerade in dem hier besonders interessierenden Fall hoher Energien und 
großer Geschwindigkeiten ist die Konvergenz der Reihe schlecht und das Ver- 
fahren daher unzweckmäßig. 


Eine andere Möglichkeit für eine eindeutige Behandlung von (1) besteht darin, 
Ho im Sinne von (123.9) als symbolische Schreibweise für einen entsprechenden 
Integraloperator aufzufassen, der dadurch entsteht, daß man hinsichtlich der 
Ortskoordinate r zunächst in seine FoOURIERkomponenten zerlegt und an- 
schließend diese Funktion wieder in den Ortsraum zurücktransformiert. Dabei 
wird p einfach durch p ersetzt. Beide Schritte lassen sich gleichzeitig unter 
Benutzung der ö-Funktion durchführen: 


H (p) f(x) = [Av’ H(p) de - 7’) fie) = [Ar Ale, v) fle'). (4) 
Dies ist ein Integraloperator mit dem Kern 
H(ev)=H(p)ö(lt—v) - (ar H(p) eiPte-v/R, (5) 


der mit Z/(p) aus (1) direkt ausgewertet werden kann. 
q* 
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Eine dritte Möglichkeit, den Formalismus (1) zu verwenden, besteht darin, 
daß man die dort auftretende Wurzel ihrer ursprüuglichen Bedeutung ent- 
sprechend als den Operator auffaßt, bei dessen zweimaliger Anwendung 
(mc)? + p? entsteht. Die zweimalige Anwendung der Wurzel auf & führt auf 
die bekannte Gleichung von KuEIn und GoRDon: 


(-4 35) #= (mo + 9) p. (6) 


Das ist eine vernünftige Differentialgleichung zweiter Ordnung hinsichtlich 
aller Koordinaten von Ort und Zeit. Die entsprechende Wellengleichung bei 
Anwesenheit äußerer Felder geht hieraus wieder nach Regel (113.9) hervor: 


(3 37- e0) p= Eimer + (0 - e@P1p. m) 


Diese Gleichung entsteht keineswegs beim Quadrieren von (2), da nach Ein- 
führung der Felder beachtet werden muß, daß die Operatoren —eU — ho/idt 


und cY(mec)? + q2? nicht miteinander vertauschbar sind, siehe [142]. 


Die Lösungsschar der Gleichung (6) ist insofern allgemeiner als diejenige zu (1), 
als es Lösungen von (6) gibt, die der Gleichung (1) mit 


H = -+cY(me)? + p? (8) 


genügen. Dieser Umstand bringt neue Schwierigkeiten mit sich, denn die Wellen- 
gleichung (6) und entsprechend auch (7) enthält mit (8) bei Anwendung des 
üblichen Quantenschemas Zustände negativer Energie. Die Energie eines zu (6) 
oder (7) gehörigen Systems ist somit indefinit, und es entstehen auch hier die bei 
der DirAcgleichung im Anschluß an (131.9) erwähnten prinzipiellen Schwierig- 
keiten. 


Eine weitere Schwierigkeit der Wellengleichung (7) besteht darin, daß die 
zugehörige Normierung 


N= (9,9) N= (9,9) + (9,9), (9) 


also die in der nichtrelativistischen Theorie auf N=1 festgelegte Größe, hier 
keine Erhaltungsgröße ist. Da (7) hinsichtlich der Zeit eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung ist, können p und $ zur Anfangszeit ? = 0 willkürlich vorgegeben 
werden. Nach (9) besitzt die Wellengleichung (7) also Lösungen mit konstanter 
Normierung N=0, aber auch solche mit N =+ 0. Diese Möglichkeit verbietet 
uns, die Lösungen von (7) als Wahrscheinlichkeitsamplituden zu interpretieren und 
mit ihnen Übergangselemente vom Typ (121.10) zu bilden. Eine derartige Möglich- 
keit bestünde nur, wenn wir durch irgendwelche allgemein formulierten Neben- 


bedingungen die Lösungen von (7) mit N=+0 generell ausschließen könnten. 


r141] 14 Einfluß elektromagnetischer Felder 43 


Wir betrachten allgemeine Lösungen von (6), die der kräftefreien Bewegung 
mit U = X = 0 entsprechen. Sie entstehen durch Überlagerung ebener Wellen 


dt nz 
2 AUS (10) 


mit beliebigen Amplitudenfunktionen f{f). Die beiden Lösungen (10) genügen 
Gleichung (6), wie durch Einsetzen leicht gezeigt werden kann, wenn zwischen 
Frequenz ® und Wellenzahl f die Dispersionsrelation 


o=+cV@+® mit -- au) 


erfüllt wird. © wird grundsätzlich nur mit dem positiven Wurzelzeichen definiert. 
Daß auch Lösungen mit negativer Frequenz auftreten, wird in (10) explizit 
berücksichtigt. u”! wird als Comrronlänge bezeichnet und bedeutet eine Art 
Grenzwellenlänge, unterhalb der sich relativistische Effekte entscheidend bemerk- 
bar machen. 


Übergangselemente zwischen den Lösungen (10) 


rdrdfdf i ‚ see 
0. 9)=-|| a FO Metern 
(12) 


- (ger jr HL )ölt-— P)eri@+a)t — (0 3) A) eri2wt 


sind offenbar stark zeitabhängig, dagegen bleiben die Normierungen von go, 
und o_ konstant: 


CR A AUT, 0,9 Sn (8) 


Demzufolge sind die Lösungen (10) einzeln normierbar. Linearkombinationen 
von p, und p_ dagegen sind zwar Lösungen von (6), aber sie sind nicht nor- 
mierbar. 


Die zusammen mit der indefiniten Energie und der unzulänglichen Normierung 
auftretenden Schwierigkeiten lassen sich im Rahmen einer veränderten quanten- 
mechanischen Deutung dieser Gleichungen lösen, siehe [22]. Sie beschreiben dann 
Teilchen (Mesonen, Schallquanten), deren physikalische Eigenschaften jedoch 
nicht mit denen des Elektrons übereinstimmen. Entscheidend für die Richtigkeit 
einer relativistischen Elektronenbeschreibung ist die Berechnung der Energie- 
eigenwerte für das Elektron im Wasserstoffatom. Diese Energieterme und die 
mit ihnen verbundenen relativistischen Abweichungen lassen sich mit sehr großer 
Genauigkeit beobachten und auch berechnen. Die Anwendung der KLEIN-GORDON- 
Gleichung auf dieses Problem führte jedoch zu Resultaten, die nicht mit dem 
Experiment übereinstimmen. 
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142 Vergleich mit der DirAcgleichung 


Um die unterschiedlichen Aussagen der Gleichungen (131.12 und 13) von 
DirAc und von KLEIN-GORDON zu vergleichen, überführen wir die erstere in 
eine der letzteren ähnliche Form durch zweimalige Anwendung des Zeitoperators 


(-45- ev) y= (-4-eV)( (me®ß+cxg)b. (1) 


Tauschen wir auf der rechten Seite dieser Gleichung den linken Operator am 
rechten vorbei, so entsteht zunächst 


ho 2 u) _ 
( 5 eü) | E ze + ed, meß+cäal 


+ me + ca) (- 4 4, - en)!y. 


Der nunmehr direkt vor U stehende Operator wird wieder entsprechend (131.12) 
ersetzt, während die beim Durchtauschen zurückgebliebene Minusvertauschung 


ho—. m kh _/94  9U Rh. 
eg + ecdlU,aL = -eca(g; ! sr) zeeaxt (3) 


(2) 


ergibt, hervorgerufen durch die Unvertauschbarkeit von Differentialoperatoren 
und Funktionen. Neben dem in (3) beschriebenen Term entsteht auf der rechten 
Seite von (2) der Operator 

(me?ß + ca)? = [(me)’ + (&a)?]- (4) 
Der letzte Term dieser Gleichung bedarf einer genaueren Untersuchung. Zunächst 


gilt mit (134.13) ur ne zer e 
Kg’ = (sg =gYH+iolgx q)- (5) 


Das Vektorprodukt ist 
axq=(P-eNx(p-eW)=-epxA+HAXp)=iehroetY=iehß, (6) 


so daß endgültig . 
| Ga? = Gag chdR (7) 
entsteht. a 

Verglichen mit der Kıein-Gorvox-Gleichung (131.13) entstehen also hier 


zwei Zusatzterme auf der rechten Seite von (2), die eine zusätzliche, nur auf 


Diracsche Teilchen ausgeübte Kraftwirkung beschreiben. Führen wir mit 
ho 


Doz eu) — (mo) + (p — eW?] (8) 


den Differentialoperator der KLEIn-GorDoN-Gleichung ein, so entstehen für 
Krein-Gorvon-Teilchen 9 und Diracteilchen \ die Gleichungen 


de=ü Gy = che(inc- aß). | (9) 
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Die Zusatzglieder werden weiter unten noch genauer untersucht. Sie können 
mit &x & = 2ig aus (134.5) und ii, aus [144] auch in der übersichtlichen Form 

ab=[inca(R-ecaxB) ch B] y = (ihvR+2mR,B)L (10) 
dargestellt werden. 


143 ScHröpineergleichung und PaAuusgleichung 


In der Grenze kleiner &eschwindigkeiten gehen alle relativistischen Wellen- 
gleichungen in die nichtrelativistische Schröpingergleichung über. Dieser 
Grenzübergang soll in der Form e— oo zunächst bei der KLEIN-GoRDoN- und 
dann bei der Diraogleichung durchgeführt werden. Die erstere ist nach (142.8 
und 9) durch ® 


= ug Pr: ((me?)? + cq?)Qp 


5 (1) 
sr 
gegeben. Für die Wellenfunktion wird der Ansatz 


Anet k 2 -— met ho 
ıu)=et yim) „rg pme (m&- 4 55)v @) 


gemacht. Betrachtet man hierbei y als eine von der Zeit nur noch verhältnis- 
mäßig schwach abhängende Funktion und baut auf diese Annahme eine Potenz- 
entwicklung auf, wie das nachfolgend geschieht, so hat man sich mit diesem An- 
satz gleichzeitig auf Lösungen der Kırıw-Gorvon-Gleichung mit positiver 
Energie festgelegt, da die Zeitabhängigkeit derjenigen mit negativer Energie 
vom Typ pm etimetlk ist, 


Der Ansatz (2) überführt (1) in eine Gleichung für y: 
(me? _ a Kae u)y = ((md)?+cq)y. (3) 

Beim Ausmultiplizieren der linken Seite von (3) entsteht 
[me + 2me*( : = eü) ' | ! > ev) |y. (4) 


Der erste Term wird durch einen entsprechenden auf der rechten Seite von (3) 
kompensiert, und nach Division durch 2 me? entsteht die Gleichung 

ha a? 1 h9 2 

A y=|et +3 - mel i ev) |v. (8) 
Die rechte Seite dieser Gleichung kann als eine Reihe nach Potenzen von 1/e? 
dargestellt werden, wenn man rechts — h9/i9t durch den Operator ersetzt, den 
die Gleichung (5) selbst (von der linken Seite her) liefert. Dabei bleibt stets ein 


\ 
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Restglied von zunehmender Ordnung in 9/9 übrig, das auf Grund der beim 
Ansatz (2) gemachten Annahme vernachlässigt wird. In dieser Vernachlässigung 
genau liegt die Beschränkung auf Lösungen y mit positiver Energie. In der Grenze 
© co geht (5) in die nichtrelativistische SchRröpIngergleichung 


= 9 = [ed 4 Er (©) 


über. Auf Grund der im Zusammenhang mit (2) gemachten Voraussetzungen 
überrascht es nicht, daß die Lösungen von (6) normierbar sind. 
Die entsprechende nichtrelativistische Näherung der Diracgleichung 
ehe H=eU+meß+cäg (7) 


gewinnen wir durch ein pauschales Verfahren, indem wir beim HamItTon- 
operator dieser Gleichung den Matrixanteil durch 


Tr te nn in be IT 
me?ß + c&q— YImeß + cxg)? = me Yı + (2) (8) 


ersetzen. Dieses Vorgehen ist nicht ganz korrekt und hat zur Folge, daß wir 
einige Terme verlieren. Zum Beispiel ist Y8®= Yl = +1, während ß selbst 
die Eigenwerte +1 besitzt. Der hier gemachte Fehler spielt allerdings in der 
Näherung (6) noch keine Rolle, so daß wir uns einstweilen auf die Voraussetzung (8) 
beschränken können. Ein für alle Ordnungen von 1/c? geeignetes Verfahren wird 
in [145] und [146] beschrieben. Die Entwicklung der Wurzel (8) liefert für den 
HAMILTONoperator die Potenzreihe 

12 ek 

Et EN (9) 


@gq 
2m 


die wir nach dem zweiten Glied abbrechen. Spalten wir wie in (2) auch hier einen 
entsprechenden Exponentialfaktor von der Wellenfunktion ab, so verschwindet 
auch hier das unwichtige Glied mc? in (9), und die nichtrelativistische Näherung 
der DirAcgleichung wird 
Luk) @q)” 
-Iarr= (vH). (10) 


2m 


Gegenüber der nichtrelativistischen Näherung der KLEIN-GorDon-Gleichung 
steht hier an Stelle von q? der von (142.7) her bekannte Ausdruck 
Ka? - Far =g-ehrB. a1) 
Die so entstehende Wellengleichung, die Pauuische Spingleichung 


let nee 8)v, (12) 


2m 
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kann also durch eine nur zweikomponentige Wellenfunktion ı befriedigt werden. 
Der letzte Term dieser Gleichung enthält die magnetische Spinwechselwirkung, 
die bei KrLeın-Gorvon-Teilchen nicht auftritt. Sie wird im nächsten Abschnitt 
genauer untersucht. 


144 Magnetisches Moment des Elektrons 


In der Pavuischen Spingleichung (143.12) beschreibt das Vektorpotential A 
ein äußeres Magnetfeld. Besohränken wir uns auf zeitunabhängige elektromagne- 
tische Felder, so kann 

I=0 und daher [p,W_=0 (1) 
gesetzt werden. Insbesondere betrachten wir nun den physikalischen Unterschied 
zwischen KLEIN-GorDvon-Teilchen (143.6) und Diracteilchen (143.12) unter 
dem Einfluß eines schwachen, homogenen Magnetfeldes ®, dessen Vektorpotential 
durch 


A=-Jıx® 0 (2) 


beschrieben wird. Die Rotationsbildung 


9 10 1 ° f) 
xA=-, red or -Bozrr) n 


= - (81-38) = 8 
läßt sofort erkennen, daß (2) tatsächlich ein konstantes Magnetfeld B beschreibt. 
Die Auswertung von q? liefert für den Ansatz (2) 
?=(p-eN?=p—-2epA=Yp+ep(rx B) a 
= p-ettrxp)B=m-el®. 
Damit gehen beide Gleichungen (143.6 und 12) in 
h () p? —_ 


über. Bei der hier eingeführten Größe 

— _ _ = e _ 

H=hırks Kg | (6) 
hat u, die gleiche Bedeutung wie in der klassischen Physik, siehe z. B. (F 416.4). 
Sie stellt das bei Rotationsbewegungen mit dem Drehimpuls I auftretende 
magnetische Moment dar. Bei DirActeilchen jedoch tritt zu diesem magnetischen 
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Bahnmoment a, noch ein zusätzliches Spinmoment y, hinzu, das üblicherweise 


durch 

err e h_ 

4-3 3=—;5 gw2 (7) 
beschrieben wird. 


Die Tatsache, daß der Spinvektor 3 in ähnlicher Weise wie [ ein magnetisches. 
Moment hervorruft, ist eine weitere Bestätigung der Vorstellung, daß 3 eine 
Eigenrotation des Elektrons darstellt, die dieses unabhängig von seiner speziellen 
Bahn durchführt. Allerdings zeigt auch der Faktor g x 2, daß diese Vorstellung 
nicht allzu wörtlich genommen werden darf. Genauere experimentelle Befunde 
liefern für den „gyromagnetischen‘‘ Faktor g einen von 2 abweichenden Zahlen- 
wert 


e? 
4reoho 137,0892' 


.) 2,0023192 mit x = 


der erst durch die Quantenelektrodynamik [2] begründet werden kann. Er 
entsteht dadurch, daß das hier beschriebene ‚nackte‘ Elektron in Wirklichkeit 
noch von einer „Wolke“ virtueller Photonen und Elektron-Positron-Paare um- 
geben ist. 


145* Zerlegung der Dıracgleichung in zweikomponentige Gleichungen 


Wie bereits in [143] erwähnt wurde, ist das dort verwendete Verfahren für 
den Übergang von der Drracschen zu einer zweikomponentigen Theorie nur in 
erster Näherung geeignet und soll daher jetzt durch ein systematisches Verfahren 
ersetzt werden. Zum Ausgangspunkt unserer Betrachtungen wählen wir die 
Diracgleichung ohne Feld, die für ein ruhendes Teilchen die einfache Form 


2 2 y=mepy für p=0 1) 


annimmt. Sie enthält, abgesehen von einem Zeitfaktor e-!?!, als Eigenlösungen 
die von (132.5 und 10) her bekannten Eigenfunktionen der ß-Matrix 


Plı=ttı, (2) 


für die Eigenwerte # = +mec?. Wird für ß entsprechend (136.7) eine diagonale 
Darstellung verwendet, so verschwinden in ), die beiden unteren und in b_ die 
beiden oberen Komponenten. Die vierkomponentige Diracgleichung (1) zerfällt 
hier also in zwei ungekoppelte zweikomponentige Gleichungen. 


In [213] wird gezeigt, daß eine durch die Gleichungen 
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gegebene unitäre Transformation U alle Vertauschungsrelationen, Erwartungs- 
werte und Eigenwerte der Theorie und damit alle physikalischen Aussagen 
invariant läßt. Den Übergang von der vierkomponentigen Diracgleichung zu 
einer zweikomponentigen Theorie finden wir dadurch, daß wir diejenige unitäre 
Transformation U aufsuchen, bei der die ursprüngliche DirAcgleichung in zwei 
ungekoppelte Differentialgleichungen für d zerfällt, die dann die Lösungen für 
positive und negative Energien beschreiben. Diese Aufgabe wird im vorliegenden 
Abschnitt zunächst für freie DirActeilchen durchgeführt und hinsichtlich ihrer 
Ergebnisse diskutiert. Im nächsten Abschnitt wird der Einfluß elektromagnetischer 
Felder untersucht. 


Für den Zeitablauf der transformierten ee (3) gilt 


U(H+ 45, )Ur)- [u(u +4 ZU +3 aid 0. (4) 


Das Zeichen 9’ soll andeuten, daß 9’/dt nur auf U allein angewendet werden 
darf. db genügt also ebenfalls einer Gleichung von der Dıiraoschen Form, jedoch 
mit dem veränderten HAMILToNoperator 


H-U(H- i gr) UT = ermeß +7Q + R)e* 
(5) 
h 1 
Q-150- can) R-eUt gr 


Abgesehen von der Einführung der Operatoren Q und R wird für die unitäre 
Transformation hier der Ansatz 


U=e° mit S'=-S, damit U-!- U! (6) 


verwendet, in dem S ein antihermitischer Operator ist und e® die bekannte 
Exponentialreihe symbolisiert. Innerhalb der gewöhnlichen DirAogleichung wird 
die Kopplung der beiden Komponentenpaare von b durch die in (1) nicht ent- 
haltene Matrix x vermittelt. Auch H ist wie H ein Operator vom TypH’ + H’, 
dessen Anteile H’ und H” aber noch von $ abhängen. Sorgen wir also dureh ge- 
eignete Wahl von S dafür, daß H’' verschwindet, so hängt H = H’ nicht mehr 
von x ab, und die zugehörige Drracgleichung besteht aus zwei unabhängigen 
zweikomponentigen Gleichungen für die Lösungen positiver und negativer 
Energie. Damit ist dann die in diesem Abschnitt gestellte Aufgabe gelöst. 

Wir betrachten zunächst den Hamitroxoperator eines freien Diracteilchens 
und machen für die antihermitische Matrix S folgenden Ansatz 


H=meß+crop (p?=p? S=ßrA, (7) 
in dem A als Funktion von 5» entsprechend 
At=A [A, BL=[A, 7, =0 (8) 
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eine hermitische, mit ß und r vertauschbare Matrix ist. Die Antihermitizität 
von $ folgt dann aus 87 = — rß. Außerdem kann e® mit dem Ansatz (7) in 
ed = cosA+PfßrsinA wegen (Br%=—1 (9) 
zerlegt werden, und aus den Vertauschungseigenschaften von ßr mit H aus (7) 


folgt 
(87)" H = H(- £r)* eßrAH = He-PrA, (10) 


Nunmehr kann der transformierte HamıLroxoperator durch 


H = eHe”® = He-23 = c(mcß + o’p) (cos2 A — Brsin2A) 
= cB{mc cos2A + opsin2A} + cr{— mesin2A + op cos2A} 


al) 


dargestellt werden. Die zweite Zeile entsteht beim Ausmultiplizieren der ersten. 


Nun fordern wir, daß die neben stehende geschweifte Klammer verschwindet, 
damit H von r unabhängig wird. Hieraus folgt für A die Bedingung 

_® Re PERL BE I EEE 
tan2A= = Vme)e+ » Vmor+w’ 


H = Be Y(me)? + p% (13) 


für den transformierten HAmILToxoperator liefert. H besitzt hier offenbar die 
gleiche einfache Form wie (1), jedoch mit der relativistischen Energie des freien. 
Teilchens an Stelle der Ruhenergie mc?. 


Aus (9) und (12) folgt 


(12) 


die nach Einsetzen in (11) 


mc + Brop 
28 — c0s2 A 2A= ———. 14 
e cos2A+ Brsin mars» (14) 
Die unitäre Transformation selbst und ihr Reziprokes sind 
FE, u Don. (15) 


VeP Ymc+P 
wovon man sich durch Quadrieren und Vergleich mit (14) leicht überzeugen 
kann. 


Durch den HAMILToNoperator H von (13) werden Teilchen beschrieben, deren 
Gescehwindigkeitsoperator wie üblich durch 
an Be» 
a Yemey: + np 


v-+[H, ıl. (16) 


gebildet werden kann. Abgesehen davon, daß ß> +1 die Lösungen für positive 
und negative Energie enthält, entspricht er der klassischen Geschwindigkeit einer 
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relativistischen Masse m. Dieses Resultat ist zunächst insofern überraschend, 
als die mit (3) durchgeführte unitäre Transformation an den Aussagen der Theorie 
prinzipiell nichts ändern sollte. » von (16) ist jedoch im Gegensatz zu c& ein 
Operator, dessen Komponenten untereinander vertauschbar sind. v kann also 
nicht der aus c& hervorgegangene transformierte Operator b sein. Dieser vielmehr 
wird mit der Vorschrift (3) unter Verwendung von (15) gebildet 


_s _ (me+ P+B&p) c&lmc+P-— By) 


© _,8:7 
d=e’cae 2P(me+P) (17) 
und liefert ER 
e BR>- Xpop 
ö-.[ Fre ee), (18) 


also einen Ausdruck, der neben (16) noch zwei von & abhängige Zusatzterme 
enthält, die in X = ro die Matrix r enthalten und zum Ausdruck bringen, daß 
ö in reinen Zuständen mit nur positiver oder nur negativer Energie keine Eigen- 
werte besitzt. 


Die Diskrepanz zwischen den Ausdrücken (16) und (18) erlaubt folgende 
Interpretation: ö beschreibt, wie die ursprüngliche Matrix ca, die Bewegung der 
Ladung des Elektrons, also die zeitliche Änderung des Ladungsorts. Der durch 
die Operatoren von Impuls und Energie bestimmte Geschwindigkeitsoperator (16) 
hingegen beschreibt die zeitliche Änderung des Massenschwerpunkts. In diesem 
Sinne müssen die beiden von & abhängigen Zusatzterme in (18) die bereits am 
Schluß von [133] diskutierte Zitterbewegung des Elektrons enthalten, also die 
Differenzbewegung zwischen Ladung und Masse des Elektrons. Die elektro- 
magnetischen Felder aber wirken auf die Ladung des Elektrons. Sie treten daher 
in der ursprünglichen Drracoschen Theorie in sehr einfacher Form auf. Gehen wir 
jedoch mit Hilfe der Transformation (3) zu einer Theorie über, die nicht den 
Ladungsort {, sondern den davon etwas verschiedenen Massenort tv enthält, so 
ist zu erwarten, daß in einer derartigen Theorie die ursprünglich mit der Ladung 
gekoppelten Felder in komplizierterer Form auftreten, nämlich entsprechend 
F() = F(t+t—r) in einer Art Entwicklung nach Potenzen von t—-ıIn 
diesem Sinne sind die im nächsten Abschnitt abgeleiteten, recht komplizierten 
Ergebnisse zu verstehen. 


146* Zerlegung bei Anwesenheit elektromagnetischer Felder 


Das allgemeine Problem vor (145.3 und 5) ist nicht geschlossen lösbar. Viel- 
mehr ist es erforderlich, entsprechend 


I 00000000101010101010101111LLJJÜÜIINIIIII 


SAot=eB 1A- 2 4,18, PA=AHS, AA |, 


mit [8, PA=[S,[8, ..-[8, A]].. ] 
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die Exponentialreihe e® explizit zu verwenden. (Da in diesem Abschnitt keine 
Plusvertauschungen auftreten, wird das Minuszeichen von [.. .]_ fortgelassen. 
Außerdem werden die durch (1) definierten Vertauschungen höherer Ordnung 
benutzt.) Für die antihermitische Matrix S selbst wird eine Entwicklung nach 
Potenzen des Parameters 7 = (mc?)-! angesetzt: 


S=-n1s +++. (2) 


Für den transformierten Hamıtroxoperator (145.5) entsteht so 


H=e!(meß +7Q+BR)e°=el(y1ß4-Q+R) 
=n"B+rQ+R+ ms ++, TIB+TQ+R] (3) 
++ PEB+rQ+ RB) EL. Pl.)+- 

Die weitere Aufgabe besteht nun darin, den HAmIıLToxoperator genau wie S 
in (2) als eine Potenzreihe in n darzustellen: ' 
H=y'H,+H,+n9H, + PH, +... (4) 


Jedes der Glieder H, enthält einen von 7 abhängigen Anteil, der durch geeignete 
Wahl des entsprechenden Entwicklungsgliedes von S zum Verschwinden ge- 
bracht wird. 


Für die ersten Entwieklungsglieder liefert der Vergleich von (3) und (4) 
HB H,=[8,, 81+7Q+R 
H,=[&. B]+ [81 81, BII+ IS, FQ+R] 
H,=[8,, B]+ 1%, [81 8, BIJ+ Ye [So, [8:, Pl] 
+18: [81 [Sı, BI] + 82, TQ + R]+ [81 [Sı, TQ+ R]]. 


Alle Terme H, beginnen mit der Vertauschung [S,;ı,ß]. Damit die S, die +- 
abhängigen Anteile kompensieren, müssen sie selbst proportional zu + sein. Dies 
führt auf den Ansatz 


S,= !aßrA, [Sn Bl= — TA, A4=Q, (6) 


(8) 


der beim Einsetzen in H, sofort auf A, =Q führt. Die ersten beiden Glieder 
von (4) sind somit 


H,=ß H,=R=eU, (7) 

man beachte den Text im Anschluß an (145.4). Für das nächste Glied entsteht 
H,=-74,+1,[8,, Q]+[S,, R] 

=- 7% +Y4[BrQ, 7Q] +" [PrQ, R] (8) 


=-7%,+1BQ’- VrBß[Q, R]=1,BQ8. 
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Im letzten Gleichheitszeichen ist durch geeignete Wahl von 
A,=-'1ßB[Q, R] (9) 
dafür gesorgt, daß auch H, wieder -unabhängig wird. 
Nun wird H, aus (5) bestimmt. Unter Berücksichtigung der Gleichungen (6) 
lassen sich einige Glieder zusammenfassen: 
HB, = — TA; 1181, TAgl+ Yalde, TO] 
+ Y/s[Sı, [Sı, -Q]] +[8,, R]+'% [S: [81 » R]]. 
Die in (10) vorkommenden Terme werden einzeln ausgewertet: 
3, [8,, 7A,] = "/,[8Q, +BIQ, Ri]=7s[Q, [Q, R]] 
1,[8,, 7Q]= - "4[B7B IQ, Rl, 7Q] = YellQ, R], Q] 
Y7,[81, 181, rQ]] = /slBTQ, BO] = ar? (11) 
[S, R]= - "4[BrB[Q, R], R]="Yr[[Q, R],R] 
r[S:; [Sı R]] = [BrQ, [BrQ, R]] = /s[BrQ, Br[Q, R]] 
= -1/[Q,[0, R]]. 
Damit entsteht zunächst 
H,=- 14, 1,7Q° + /,r[[Q, RJ,R]- /s[Q, [Q, Ri]. (12) 
Durch die Wahl 


(10) 


A, = 17,0? +'/4[1Q, RI, R] (13) 
des zu S, gehörigen Koeffizienten entsteht der r-unabhängige Ausdruck 
H, = -,[Q, [9, R]]. (14) 


Die Methode kann bei steigender Rechenarbeit bis zu beliebiger Ordnung H, 
weitergeführt werden. 


Die Zusammenfassung der Ergebnisse (7), (8) und (14) liefert 


H=r!B+ R+ 8 - Yop[Q,1Q, Rt (15) 
mit den von (145.5) und (142.7) her bekannten Abkürzungen 
= R=-eu+t7 Q?=- eg? = cl -ecehiB). (16) 


Wir bilden die Vertauschung 
au 


ER ho i —/[9U 5 Er = 
[Q, R] =c[ö (p-—e), euÜ+7 3 = iehen (+ gr) = iehese (17) 


und die zweifache Vertauschung 
[8,[Q, R]]= ieheffa, FE] =iert(ge-Eg+ io(gxE-Exa)) 


eMIEL- Lehe (g X Dyn- (18) 
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Damit geht (15) in 


eh? 9E eh 
* 4 (mc)? 


zer - 
H=ßmd®+eU+Bß Er SR Fq x E)sym (19) 
über. Dies ist mit = +1 der endgültige Hamrtroxoperator für die Zustände 
positiver bzw. negativer Energie bis zur zweiten Ordnung in 1/mc?. In der 
Näherung bis 1/c? gibt es noch ein von H, herrührendes Glied mit 1/m? nämlich 
— Bloa)t/sm?e. 

Bemerkenswert ist das an den ungeraden Termen erkennbare gemeinsame Auf- 
treten von ß und m. Es zeigt, daß sich die Gleichungen für positive und für nega- 
tive Energien lediglich um das Vorzeichen der Masse Bm = 4 m unterscheiden. 
Im übrigen enthält (19) neben der Ruhenergie in nullter und erster Ordnung die 
gleichen Terme wie die PauLigleichung (143.10-12). In zweiter Ordnung tritt 
zunächst ein Term hinzu, der dort von Null verschieden ist, wo das äußere 
elektrische Feld € seine Quellen besitzt, im Wasserstoffatom also am Ort des 
Kerns. Er liefert eine meßbare Energieverschiebung für alle Elektronenzustände 
mit )(0) +0, also die sogenannten s-Terme mit ! = 0. Der letzte Term in (19) 
enthält die Spin-Bahn-Kopplung, welche in [155] noch genauer besprochen wird. 


Man kann sich abschließend fragen, warum es bei Anwesenheit elektro- 
magnetischer Felder nicht möglich war, ähnlich wie in (145.7) das Problem mit 
einem geschlossenen Ansatz für S zu lösen. Auch hier wird in (6) ein Ansatz 
vom Typ S = ßrA gemacht, der in erster Näherung auf A = Q führt. In zweiter 
Näherung jedoch entsteht mit (9) ein von ß abhängiger Ausdruck entgegen den 
Voraussetzungen von (145.7). Das gleiche gilt für alle weiteren A,„, bei denen n 
eine gerade Zahl ist. Zwar werden alle Koeffizienten S,, wie gefordert, streng 
antihermitisch, aber die ß-Abhängigkeit der Koeffizienten A,, hat zur Folge, 
daß diese Koeffizienten nicht mit x vertauschbar sind. Dies macht die Durch- 
führung des geschlossenen Lösungsverfahrens von [145] beim Vorhandensein 
äußerer Felder unmöglich. Ist es dem Leser gelungen, die Rechnungen von [145] 
und [146] einzeln nachzurechnen, so hat er sich hinreichende Voraussetzungen 
im Rechnen mit Operatoren, Vertauschungen und Matrizen erworben. 


15  Erhaltungsgrößen und Quantenzahlen 


Zusammenfassung: Von den 11 Erhaltungsgrößen der Theorie wird die Ladung als 
skalare und zustandsunabhängige Größe durch Q = e(b, b) repräsentiert. Zwischen der 
Ladungsdichte o=edJt und der Stromdichte j=ec4tx' gilt die Kontinuitätsgleichung 
9+9j/dr=0. Zu go und j gehören eine elektrische Dipolströmung ®B = (eh/2mei) Vxb 
und eine magnetische Dipolströmung W = (eh/2m) )5', die die spinabhängige Zitterbewegung 
des Elektrons enthalten. Je nach den Eigenschaften des elektromagnetischen Feldes sind 
Energie und Impuls Erhaltungsgrößen. Die klassische relativistische Bewegungsgleichung 
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gilt hier wieder für die entsprechenden Erwartungswerte. Die Eigenrotation des Elektrons 
wird durch den Spindrehimpuls 3 = %o [2 beschrieben. Im zentralsymmetrischen Feld folgt 
aus dem Vorhandensein Jes Spins, daß nicht der Bahndrehimpuls I, sondern | =! + 3 mit H 
vertauschbar und daher eine Erhaltungsgröße ist. Dies ist vor allem eine Folge der durch 
relativistische Effekte hervorgerufenen. Spin-Bahn-Kopplung. Der zugehörige Spin-Bahn- 
Operator K=ß(1+ s1/h) ist im Zentralfeld mit H vertauschbar und daher eine Erhaltungs- 
größe. Seine Eigenwerte k = + (j + '/a) charakterisieren nicht nur die Drehimpulsquanten- 
zahl j, sondern auch die gegenseitige Orientierung von Spin und Bahn (parallel oder anti- 
parallel). 


151 Ladung und Stromdichte 


Unter den elf Erhaltungsgrößen der Dreacschen Theorie sind die neun Kom- 
ponenten von Anfangsschwerpunkt, Impuls und Drehimpuls Vektorkomponenten. 
Die Energie ändert sich beim Übergang zu bewegten Bezugssystemen. Ledig- 
lich die Ladung Q behält in allen Inertialsystemen den gleichen Wert. Das unter- 
schiedliehe Transformationsverhalten der einzelnen Erhaltungsgrößen erleichtert 
bei neu aufzustellenden Theorien deren Identifizierung. Da Q skalar ist, liegt es 
nahe, genau wie in der Schröpingerschen Theorie diese Größe (bis auf einen 
Faktor e) mit der Normierung zu identifizieren: 


Q=efdryty=e N | () 


Daß diese Größe beim Übergang zu bewegten Bezugssystemen invariant bleibt, 
kann allerdings erst in [216] bewiesen werden. 


Die zugehörige Ladungsdiehte o und Stromdiehte j = ov sind dann durch 


a=eyiy j=eeyläy (2) 


gegeben. Sie genügen der Kontinuitätsgleichung 
ß) dj 
2 + 1-0, | (3) 


die die zeitliche Konstanz der Ladung Q@ garantiert. 


Die Ableitung der Kontinuitätsgleichung (3) wird übersichtlich, wenn wir 
neben der DirAcgleichung 


H=meß+eUli)+ckq 


ab Sa. 
Ir Be a=n-eAl) er 


h 


die entsprechende Gleichung für die in [123] eingeführten hermitisch konjugierten 
Größen verwenden, die wegen 


Br=P d'=% [KXogl.=0 (5) 


5 Macke, Quanten und Relgtivität. 2. Aufl. 
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in folgender Form dargestellt werden kann: 


Hi=meß+eU(t) +ckat 


a’=pt-eXlt) 


Dann ist die zeitliche Änderung der Ladungsdichte nämlich 


Ze My- yet nd 


..98 dj 1“ 
er 4 _ 
_ eye 2 )y- dr’ 
womit (3) bewiesen. ist. 
152 Elektrisches und magnetisches Dipolmoment 
Ladungsdichte o und Stromdichte j können entsprechend 
2 ls () b) 
jet + Mm (1) 


in Anteile o,, und j,, zerlegt werden, die der Bewegung der Massenverteilung ent- 
sprechen, und in Zusatzglieder, die als Ableitungen von Vektoren ® und M dar- 
gestellt werden können. Von der klassischen Elektrodynamik her ist bekannt, 
daß die Größen B und M bei einer Zerlegung von der Art (1) das elektrische und 
magnetische Dipolmoment je Volumeneinheit bedeuten. Sie bringen den Unter- 
schied zwischen der Bewegung von Ladung und Masse des Elektrons zum Ausdruck, 
der bereits früher in [133] diskutiert und dort als Zitterbewegung bezeichnet. 
wurde. 


Wir beginnen mit der Untersuchung der Ladungsdiehte. Zunächst kann E 
wegen ß? = 1 durch 


0 = ey! (meBß)B+ Bimc?p) db (2) 


2mc? 


dargestellt werden. Die beiden Terme mc?ß sind Teile des HAMILTONoperators. 
und werden auf die Wellenfunktion )} bzw. ) angewandt: 


e na 3 „3 R 
een) re -ev-ez0)]o. (3) 
Dabei entsteht eine Zerlegung von o in 


engsten  W 
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Der erste Term dieser Zerlegung 


em vll -3)- ev) (5) 


enthält neben einem konstanten Faktor e/mc? und der Wahrscheinlichkeitsdichte 

yr die kinetische Energie T = — A0/idt — eU und die Matrix ß > + YI — (dje)?. 
Dieser Term kann daher gedeutet werden als derjenige Anteil der Ladungsdichte, 
welcher sich mit der Verteilung der kinetischen Energie, in der Relativitäts- 


theorie also mit der Massendichte, gemeinsam bewegt. 


Der in (4) noch verbliebene Term 


eh 
= zn BER DU zn ar VB (6) 
kann als Divergenz eines Vektorfeldes dargestellt werden: 
a% eh zu 
u By, RR. (7) 


P ist die elektrische Dipoldichte. Sie enthält offenbar die Differenz der Ladungs- 
verteilungen 0 und o„- 


Ganz entsprechend zerlegen wir die Stromdichte 


= setup eng MEER em ®) 


mc? 


und wenden die Ausdrücke me?ß wieder nach links bzw. rechts auf vr bzw. b 
mit Hilfe der DirAcgleichung an: 


a » 3 Br [33 2% 
ine u eanlan rar eV erul]s (9) 
eh 8 = e = N 
= gm RR) + Ra! oR+KoKa)y. 


Der erste Term ist unschwer als die Zeitableitung der in (7) eingeführten elek- 
trischen Dipoldichte ® zu erkennen. Der zweite wird mit Hilfe der Gleichungen 


KgodX=gt+ioxgt Kong=qg-iexg (10) 
umgeformt: 


ey Eytprx lat. a) 


Er enthält die mit der Massenströmung verbundene Stromdichte 


(12) 


5* 
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denn qß/m bedeutet wegen B> +[l + (p/mc)?]-\2 nichts anderes als die zum 
mechanischen Impuls gehörige Geschwindigkeit. Der letzte Term von (11) 
kann in TEAREIN 

: i =, ° d h) eh er 

int Er re m 


umgeformt werden und als Rotation einer magnetischen Dipoldichte M dargestellt 
werden: 


im= x M Mm YipaY. (14) 


Somit ist die Zerlegbarkeit (1) von og und j bewiesen. o,„, und j„ sind die zur 
Massenströmung (also Energieströmung) gehörigen Verteilungen, die von der 
wahren, durch o und j dargestellten Ladungsströmung um die Dipolverteilungen 
P und M verschieden sind. Führen wir die später oft verwendete Abkürzung 


Jzitß IB = Y!p?= yt (15) 


ein, so können diese Größen mit & = ro durch 


br s (16) 


eh 
Pam 


dargestellt werden. ® und M sind reelle Größen, weil die Matrizen ß, « anti- 
vertauschbar und die Matrizen ß, o vertauschbar sind. ® unterscheidet sich 
bis auf den unwesentlichen Faktor l/ic von M um die pseudoskalare Matrix r. 
Darin kommt der unterschiedliche Vektorcharakter von ® und M zum Ausdruck. 
(B polar, M axial). In der nichtrelativistischen Näherung kann ) durch Y! in M 
ersetzt werden. Dabei ist eho /2m der von (144.7) her bekannte nichtrelativistische 
Operator des magnetischen Spinmoments. Die gleiche Näherung ist für ® nicht 
anwendbar, da diese Größe dann imaginär würde, und je nachdem, ob man ß 
rechts oder links in ß& = — @ß durch 1 ersetzen würde, erhielte man Ergebnisse 
mit entgegengesetzten Vorzeichen. In Wirklichkeit verschwindet ® in nicht- 
relativistischer Näherung. 


153 Energie und Impuls 


Nach (122.19) findet man die Erhaltungsgrößen eines Systems, indem man alle 
zeitunabhängigen und mit H vertauschbaren Operatoren aufsucht. Da der 
Hamrtroxoperator H trivialerweise mit sich selbst vertauschbar ist, gilt im 
zeitunabhängigen elektromagnetischen Felde der Erhaltungssatz 


E=[dt\tHy E=0 (ı) 


w 
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für die Energie E des Elektrons. Alle übrigen physikalischen Größen sind nur 
unter noch weitergehenden Voraussetzungen, die anschließend und im nächsten 
Abschnitt untersucht werden, zeitunabhängig. 

Der Erwartungswert des mechanischen Impulses hängt nach (124.6) ent- 
sprechend 


R=-+[H, + (2) 


von der Zeit ab. Die Berechnung der Vertauschung führt auf 
[H, q_=[eU +meB + c&(p -—eN), (p -eW]- 
= e[U,p]_—eck([p  W-+[X op]. 
Für den in (2) eingeführten Kraftoperator 8 entsteht dann mit (124.8 und 9) 


(8) 


au [2 3 94 
8=-e;z, ee “ 
au 94 RN 0) 
--e[% +5 )+ec# x (x). 
Dies ist der Operator der Lorentzkrafit 
KR=elE+eäx PB). (5) 


Auch die Erwartungswerte der Diraoschen Theorie befolgen also in (2) die klas- 
sische relativistische Bewegungsgleichung (111.3). In Feldern € und ®, die sich, 
verglichen mit der Ausdehnung eines Wellenpaketes, nur wenig ändern, bewegt 
sich das Diracsche Elektron daher wie ein punktförmiges Teilchen, das der 
klassischen relativistischen Mechanik gehorcht. 


154 Drehimpuls und Spin 


Analog zum mechanischen Impuls untersuchen wir die zeitliche Änderung des 
mechanischen Drehimpulses % einschließlich Spin 


gerxgts=ıxp+o-erx (1) 
im zeitlich veränderlichen elektromagnetischen Felde: 
= wa : 9 
I-N MS; HI + ®) 


Beim Einsetzen von H und $ entsteht für den Operator M des Drehmoments 
M = + [me?ß +eU+c&p-eN, rxp+ I3- erxAl_—erxÜ 


—_ Rz i — h 
meß+onn,ıxn+g3| +7 |U caN,ıxytze| (3) 


i 


u: 


iec 


- [8 tx A_--—erx N. 
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Die erste Vertauschung verschwindet wegen (134.16), so daß mit {= entsteht: 


mM -51 x [p, U- ca. "ray, ]- 


s j (4) 
- 7 RB, 1x ren, AL-erxi. 
Unter Verwendung von (122.8) und (134.11) wird hieraus 
M=er x = + : ocHU)+ecd x A 
T ar 
; (6) 
—ecaxU-ecrx (22° A)-er xa 
So entsteht 
oU 94 ° = 2.0 
Muerx( ar 3 + gro dN-ch zo) (6) 


und schließlich 


M=ıxfk mit K=elC+cäkx®), (7) 


also der Operator des mechanischen Drehmoments der Lorentzkraft. 


155 Spin-Bahn-Kopplung 


Bewegt sich ein punktförmiges nichtrelativistisches Elektron im elektrischen 
Felde €, so wird in dem Bezugssystem, in dem dieses Elektron ruht, ein Magnet- 
feld beobachtet, siehe [F 71]. Es beeinflußt das in [144] bereits untersuchte 
magnetische Spinmoment des Elektrons. Bei naiver, klassisch-nichtrelativistischer 
Betrachtungsweise würde folgender Zusatzterm zum Hammtroxoperator ent- 
stehen: 


BR = e Rh 
1 q D 
8=--—(x© DB m: 


Trotz Verwendung der klassischen Formel X = el/?2m, die für den Spindreh- 
impuls 3'nicht mehr gilt, entsteht beim Einsetzen der Größen der in (146.19) 
exakt abgeleitete, relativistisch korrekte Term 


h — 
Hyp= as 50x ©). (2) 


® ist das (schwache!) Magnetfeld im mitbewegten System. Daher genügt die in 
DB bzw. A lineare Näherung mit q = p. Diese klassische Betrachtung soll vor allem 
die physikalische Bedeutung klären. 
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Ist das elektrische Feld zentralsymmetrisch, so gilt 


v 
g__3U 1 ED (3) 


dr e 9 er dr ' 


V ist das durch € hervorgerufene mechanische Potential, in dem sich das Elektron 
bewegt. Stellen wir den Spin wieder durch 3 dar und berücksichtigen (3), so er- 
hält der Spin-Bahn-Term des Hamıtronoperators die Form 


23 av 
 (2me)? rdr 


Hss mit erXx pP» (4) 


Offenbar entsteht durch diesen Term eine Kopplung zwischen dem Spindreh- 
impuls 3 und dem Bahndrehimpuls [ des Elektrons derart, daß diese Größen 
wegen Hg» # 0 nicht mehr einzeln Erhaltungsgrößen sein können. Der zu (4) ge- 
hörige Erwartungswert für die Wechselwirkungsenergie der Spin-Bahn-Kopplung 
ist 


Er kann als Produkt zweier Erwartungswerte dargestellt werden, da der erste 
Faktor nur vom Radialteil und der zweite nur vom Winkel- und Spinanteil 
abhängt. Der radiale Anteil ist bei Anziehungskräften stets positiv, weil hier 
‚das Potential nach außen, also mit wachsendem r, ansteigt. 


Der Erwartungswert des Winkelanteils kann durch 


231  (i+3?-1R- 38 
BT he 


>jj5+D)-U+l)-s(s+l) (6) 


ersetzt werden, falls der betrachtete Zustand ein Eigenzustand von 2,1? und 
82 ist. 32 liefert nach (134.20) unabhängig vom Zustand 


ZW (y+1)=Wol+ 1), (7) 
also eine Zahl. j und I? sind miteinander vertauschbar: 
GPL=0PL+BPL=0. (8) 
Daher gilt natürlich auch 
MPL=0, (9) 


so daß es tatsächlich Zustände gibt, die gleichzeitig Eigenzustände von j?, 1? 
und 32 sind. Allerdings können, wie in [161] gezeigt wird, die Eigenzustände 
zus = 1/, und zu } für j-nur die Eigenwerte 


parallel 


antiparallel = 


galit 


besitzen. Die beiden Fallunterscheidungen werden als Parallelstellung und Anti- 
parallelstellung von Spin und Bahn anschaulich interpretiert. Die zu beiden 
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Stellungen gehörigen Eigenwerte von (6) sind 


98 l 1 ; 
He Be; für j=1+2. a) 
Bei einem Elektron, das durch eine elektrische E 
Anziehungskraft gebunden wird, entsteht somit 2p,, 
ein positiver Zusatzterm (5) bei Parallelstellung 2D 
und ein negativer Term bei Antiparallelstellung 2 
von Spin- und Bahndrehimpuls. Offensichtlich ist 20, 


die Antiparallelstellung energetisch begünstigt, so 
daß der hier beschriebene Effekt also die Tendenz Abb AbE- Antspeltung des: 
aufweist, Spin und Bahn im elektrischen Anziehungs- Terms beim Wasserstoff; 1=1. 


feld antiparallel einzustellen. Die Antiparallelstellung von 
: i i 8 und! in j=!/, ist energe- 
Im Zusammenhang mit den beiden Eigen- Lisch günstiger als die Parallel- 


werten (11) wird ein neuer Operator stellung in j = ®/, 


251 


K=-l+4r>k-ı6+Y) für jelt); da) 


eingeführt, der nichtrelativistische Spin-Bahn-Operator K’ mit seinen Eigen- 
werten k. Die Eigenwerte dieses Operators lassen also sowohl den Gesamt- 
drehimpuls j des jeweiligen Zustandes erkennen, als auch, je nach Vorzeichen 
von k, die Parallel- oder Antiparallelstellung von Spin und Bahn zusätzlich unter- 
scheiden. 


156 Quantenzahlen und Spin-Bahn-Operator 


Die stationären Eigenzustände eines Elektrons werden bekanntlich durch 
Quantenzahlen unterschieden. Diese wiederum entsprechen den Eigenwerten 
von Operatoren, die untereinander und mit H vertauschbar, also Erhaltungs- 
größen sind. Das Auftreten der Spin-Bahn-Kopplung läßt erkennen, daß bei 
Berücksichtigung relativistischer Effekte und in noch höherem Maße bei der 
strengen relativistischen Theorie die Drehimpulse von Spin $ und Bahn [ nicht 
mehr unabhängig voneinander gewählt werden können und demzufolge keine 
Erhaltungsgrößen mehr sind. Folglich kommen die zu den z-Komponenten von I 
und 3 gehörigen Quantenzahlen m; und m, nicht mehr zur Charakterisierung 
stationärer Zustände des Diracschen Elektrons in Betracht. Es macht sich daher 
eine kritische Untersuchung der überhaupt in Frage kommenden Quantenzahlen 
erforderlich. 


Ein Elektron, das sich im Zentralfeld bewegt und durch die nichtrelativistische 
Scnröpineergleichung beschrieben wird, besitzt als untereinander vertausch- 
bare Erhaltungsgrößen den Hamıtroxoperator H, das Quadrat des Bahndreh- 
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impulses I? und die z-Komponente des Bahndrehimpulses [,. Diesen Operatoren 
sind gemäß 
H,12,1,> 0,1, m, (ı) 
entsprechende Quantenzahlen zugeordnet, die den einzelnen stationären Zustand 
charakterisieren. Den drei Freiheitsgraden des Elektrons entsprechend treten 
drei Quantenzahlen auf. / charakterisiert den Drehimpulsbetrag, n, seine Kom- 
ponente in z-Richtung und go die Knotenzahl der radialen Wellenfunktion. 
Oftmals, wie z. B. beim Wasserstoffatom, wird die radiale Quantenzahl in einer 
mit I kombinierten Form zu einer Gesamtquantenzahl zusammengefaßt, was 
aber an dem vorliegenden Sachverhalt grundsätzlich nichts ändert. 


Demgegenüber besitzt ein Elektron, das der Pauvuischen Spingleichung (143.12) 
genügt, als vertauschbare Operatoren und zugeordnete Quantenzahlen die Größen 


H, %, I 3°, 3; k>0 I, m; 8, My, m;. (2) 


jkann wegen [}%, 1|_= — 2i%8 x I+0 nicht gleichzeitig Quantenzahl sein. Die 
Größen (2) sind natürlich nicht alle voneinander unabhängig. Zunächst ist die 
Angabe von s = !/, überflüssig, da sie nach (155.7) für alle Zustände gilt. Ferner 
führt der Zusammenhang zwischen j, ! und 3 auf 


i=sI!+3>m =m+ m, (3) 
so daß sich in (2) auch die Angabe von m, erübrigt. Zur Charakterisierung eines 
Elektronenzustandes reichen hier also vier Quantenzahlen 

H, 1, l,, 3,> d I, m; My; (4) 
aus. Als vierter Freiheitsgrad ist zu (1) die Spinorientierung hinzugetreten. 

Statt durch (4) kann das Pauuische Elektron auch durch die Angaben 
H, 1% Is >05, M;;, l (5) 
charakterisiert werden. Zu einem Eigenzustand mit m, gehören dann die beiden 
Zustände mit m; = m, 7 !/, und m, = +!/,. In geeigneter Kombination ergeben 
sie zwei neue Eigenzustände zu j =! +!/, siehe (161.6). Die Angabe von 7 
und von 1=j7!/, kann in einer einzigen zusammengefaßt werden, nämlich 
in der zum Spin-Bahn-Operator (155.12) gehörigen Quantenzahl k, wie dort bereits 
besprochen wurde. Daher können auch die Quantenzahlen 
H,j,, K>o,m,, k (6) 
den Zustand eines Pavuischen Elektrons vollständig charakterisieren. 


Nunmehr betrachten wir ein Elektron mit Spin im Zentralfeld, bei dessen 
Beschreibung auch die Spin-Bahn-Kopplung (155.2 oder 4) berücksichtigt wird. 
Die stationären Zustände dieses Elektrons können durch die Quantenzahlen (2) 
oder (4) nicht mehr dargestellt werden, da die zu m; und m, gehörigen Operatoren 
[, und 3 nicht mehr mit H vertauschbar, also keine Erhaltungsgrößen sind. 
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Dafür aber sind die Operatoren j, j? und I? mit (155.4) vertauschbar. Dies wurde 
mit der Darstellung (155.6) bereits in (155.8 und 9) bewiesen. Daher eignen sich 
die Quantenzahlen (5) auch für die Charakterisierung von Zuständen eines Elek- 
trons mit Spin-Bahn-Kopplung. Das gleiche gilt für die Quantenzahlen (6). 
Der Übergang von den Quantenzahlen (2) und (4) auf (5) bzw. (6) hat somit den 
Vorteil, daß die letzteren auch bei Berücksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung 
‘sinnvolle Quantenzahlen bleiben. 


Nunmehr werden diese Überlegungen auf das Diracsche Elektron ausgedehnt. 
Nach [134] gelten die Vertauschungsrelationen 


[H,;.].=0 MP. (7) 


Sie lassen sich auch aufein Elektron im zentralsymmetrischen Feld mit W= 0 
und U=U(r) ausdehnen, weil sowohl 3 als auch I mit U (r) vertauschbar sind. 
Ein Elektronenzustand kann daher durch die Quantenzahlen 0, j und m, cha- 
rakterisiert werden. Die entsprechend (5) noch fehlende Angabe über die Parallel- 
oder Antiparallelstellung kann durch / nicht erfolgen, da I? nicht mit H vertausch- 
bar ist. Also könnte man versuchen, die Eigenwerte durch die Quantenzahlen (6) 
zu charakterisieren. Dabei allerdings wird sich herausstellen, daß nicht K’, sondern 
der durch 


251 ol 1, 2-8 

KR -p(14 3) 5[1+ )=B(4+ he ) (8) 

definierte „relativistische Spin-Bahn-Operator‘‘ mit dem Diraoschen HAMILToRX- 
operator vertauschbar ist. Er besitzt wegen 

KR=p'K?=( +")? (9 

die gleichen Eigenwerte wie K’ in (155.12), wenngleich mit anderer Bedeutung. 

Trotzdem läßt sich auch hier die Deutung von k= + |k]| als Parallel- oder 

Antiparallelstellung von Spin und Bahn sinngemäß aufrechterhalten, weil die 


Erwartungswerte von K bei nichtrelativistischer Näherung in diejenigen von K’ 
übergehen, denn es wird bei positiver Energie 


K>K' wegen B=Y1-(v/e?>1 für v/c>0, (10) 
wie in (138.8) gezeigt wurde. 


Der relativistische Spin-Bahn-Operator (8) erfüllt die Vertauschungsrelationen 


[KK .]_=0. ıl) 


Die erste von ihnen wird erst weiter unten in (162.8) bewiesen, weil dort der 
Beweis mit weniger Aufwand geführt werden kann. Die zweite und dritte Ver- 
tauschungsrelation von (11) folgen daraus, daß K bereits mit j vertauschbar ist. 
Dies wiederum folgt mit dem letzten Ausdruck von (8) daraus, daß j sowohl mit ß 
und j? vertauschbar ist, als auch, wie in (155.8) gezeigt wurde, mit [2. Aus den 
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Gleichungen (7) und (11) folgt, daß die stationären Zustände des Diracschen 
Elektrons im Zentralfeld durch die Quantenzahlen 


H; K,;>o k, M; (12) 


charakterisiert werden können. Die Angabe von j erübrigt sich, da sie in & ent- 
halten ist. 


16 Bewegung im Zentralfeld 


Zusammenfassung: Die stationären, durch HJ) = Ey gegebenen Zustände eines Elek- 
trons im Zentralfeld werden berechnet. Zunächst werden die Eigenlösungen von j? und j, 
durch Linearkombinationen aus denen von 12, I, und &, aufgebaut. Sie sind gleichzeitig Eigen- 
funktionen des nichtrelativistischen Spin-Bahn-Operators K'’= 1 + 5'1/h. Die Eigenfunktionen 
von K= ßK’ und schließlich von H folgen aus ihnen durch entsprechende Erweiterung. 
Die Eigenwertgleichung wird so zu einem System von zwei Bestimmungsgleichungen für 
zwei radiale Eigenfunktionen /{r) und g(r). Die Normierungsforderung für diese Lösungen 
endlich beschränkt-die möglichen Energien E auf ein diskretes Spektrum. Im Feld 
U = -e/4re,r entsteht die SommerreLodsche Formel für die Feinstruktur der Wasserstoff- 
terme. 


161 Drehimpulseigenfunktionen 


Das Ziel der Untersuchungen dieses Kapitels besteht darin, die stationären 
Eigenzustände und die zugehörigen Eigenwerte der Energie für ein Diracsches 
Elektron zu berechnen, das sich im zentralsymmetrischen skalaren Feld U (r) 
bewegt. Diese streng relativistische Beschreibung wird durch die Gleichungen 


Hb=Eul H=eU(r) +meß +cäp (1) 


wiedergegeben. Nach (156.7 und 11) sind H, j, und K drei untereinander ver- 
tauschbare Operatoren. Die Eigenlösungen $ von (1) können daher als Eigen- 
funktionen dieser drei Operatoren aufgesucht werden. Um dieses Ziel systematisch 
zu erreichen, gehen wir schrittweise vor und betrachten erst die Eigenlösungen 
von 3, und [,, um daraus diejenigen von j, zu bestimmen. Aus diesen werden die 
Eigenlösungen von K’ und die von K aufgebaut. Durch systematische Erweiterung 
werden hieraus schließlich die Eigenlösungen ) von H gewonnen. 


Eigenlösungen für den Bahndrehimpuls eines Teilchens sind die wohlbekannten 
normierten Kugelfunktionen (Q 433.20) 


BI, m = RU + 1)Y, m 1. Yı,m = hm Yı,m- (2) 


Die Eigenlösungen von 3, sind durch die Gleichungen 


82) m mim, = (3) 
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gegeben. Als Matrixdarstellung kann 


a a ee 


gewählt werden. 
Die Produkte der Funktionen (2) und (3) 

X = XmsF im 2 hm +m)y=hmy 2) 
sind Eigenfunktionen von 2, [, und j,, nicht aber von j?, da [, und 3, nicht einzeln 
mit j? vertauschbar sind. 


Eigenfunktionen zu j2, j, und I2, 32 und nach (155.6 und 12) daher auch zum 
nichtrelativistischen Spin-Bahn-Operator K’ können aus ihnen als Linearkombi- 
nation konstruiert werden: 


K'Yım = kXxm Xkm = AXıYım-1, + BX-Yımzı, 
k= +I|k| = +6 +") (Xkm» Yr m’) zu Örm Ömm' 


(6) 


Weitere Funktionen können hier nicht auftreten, da nur die zum =mFfY, 
und m, = +!/, gehörigen Funktionen den gleichen Eigenwert m von j, besitzen. 
Die Koeffizienten A und B müssen so bestimmt werden, daß sie der Eigenwert- 
gleichung (6) und der Normierungsbedingung genügen. Die Komponenten- 
zerlegung des Spin-Bahn-Operators 


sl 0,1, o,(l, + io;l,) 


K' 123 N ar me 


(7) 


erfolgt unter Verwendung der Relation o, = io,o, von (134.10). Bei Anwendung 
auf die Spin-Eigenfunktion (3) entsteht mit 0,4 = x von (134.33) 


L Leit 
Kya-(is gr (8) 


und bei weiterer Anwendung auf die Kügelfunktion Y, „, 


K'yıYım = (ltm)%4Fı,mt Yıa+1) - mim +1) y+Yı,m-+1: (9) 


Diese Umformung ist aus der nichtrelativistischen Quantentheorie (Q 432.16) 
bekannt. Bei den Funktionen (6) besitzt die Quantenzahl m, des Bahndrehimpulses 
die Werte 


m = m", l+m=', tm m, (m; +1) = m’ — ('/)”. (10) 


Bei Anwendung des Spin-Bahn-Operators auf eine der Funktionen (6) entsteht 
somit 


K'y4Yı,mz 1, = (ktMm)1+Yı,mr 17% + rosa MyzYımsy. (1) 
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Nunmehr geht die Eigenwertgleichung (6) für den kombinierten Ansatz in 
ein System von Bestimmungsgleichungen für A und B über: 
(a +m) A + V+ m’ B= kA es 
(a m)B + Y(l+'?—m’A=kB. 
Für das Verhältnis der beiden Koeffizienten erhalten wir 
u en me rg ee (kW? = (+. (18) 


Die letzte Gleichung folgt aus dem zweiten Gleichheitszeichen und besagt mit 
k= +(j +!) aus (6) 


(+5 +) -YPEG+ Va FD)’ = (+ Ne? | j=1+'h I (14) 


daß also, wie bereits in [155] angegeben wurde, aus Zuständen / und s=!J, 
nur solche mit j = } +1!/, gebildet werdem können. Außerdem vereinfacht sie 
das Verhältnis B/A: 


1, —- 42 P 
Vase ee 1-42+ BR (15) 


Zusammen mit der danebenstehenden Normierungsbedingung wird zunächst A 


aus 
1 B\2 k—-1),— m | 
1+(2) Im tm (16) 


bestimmt. Die Multiplikation mit der ersten Gleichung (15) ergibt B, und es 
entsteht endgültig für positive und negative k 


!a+m 


k 
1 m - ur Yı,m+3, (17) 


für die Eigenfunktion des Spin-Bahn-Operators K'. 


Für die nachfolgenden Überlegungen werden die weiteren Beziehungen 


e=r/r [fe,jl-=0 | (18) 


vorausgesetzt. In der ersten wird der zu r gehörige radiale Einheitsvektor definiert. 
Die übrigen drei werden am Schluß des Abschnitts bewiesen. Mit den Gleichungen 
(18) kann gezeigt werden, daß die mit oe multiplizierte Eigenfunktion y;,„, die 
Eigenschaften 

Koeym= —TeR'f,m= —köexzm 


2 = i N (19) 
&,j 0 SeXk,m = Te 0 &jXr,m = hmoeyk,m 


besitzt. Durch Hinzufügen von 5e entsteht also die Eigenfunktion 
Seyr, m” Y-k,m (K-%,m: Y-k,m) =1. (20) 
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Sie ist ebenfalls normiert, wie sich beim Einsetzen und Berücksichtigen der 
Hermitizität von oe herausstellt. 


Die stationären Zustände des Diracschen Elektrons im Zentralfeld aber 
sind nach (156.11) keine Eigenzustände von K’, sondern vom relativistischen 
Spin-Bahn-Operator 

K=-K’ß=ßK K,K',ß>k,k',e. (21) 

K,K’ und ß sind miteinander vertauschbare Operatoren, die unabhängig von- 

einander die Eigenwerte k, (hier:) k’ und & besitzen. Daher erhalten wir mit dem 
Produktansatz 

Pr,m = NeXk,m Kor,m = kor,m k=ek (22) 


bereits eine Eigenfunktion zu K. Allerdings führen die beiden Funktionen mit 
e=+1l,kK=+kunde= -1, k = —k zum gleichen. Eigenwert k. Daher 
ist die aus diesen beiden Lösungen zusammengesetzte Funktion 


Prm = An, Xk,m+ BY-X-um (23) 


ebenfalls eine Eigenfunktion zu K. Die Anwendung von K auf (22) führt nämlich 
zunächst auf 
Koprm= K'(An,xem— Br_X-ı,m) (24) 


und dann direkt auf ko; m- 
Abschließend sollen die Relationen (18) bewiesen werden. Mit Hilfe der von 
(134.13) her bekannten Formel 
SAFB-AB++IFAXB) (25) 


bilden wi 
ee Sroor=t. (26) 


Damit ist die zweite Gleichung (18) bewiesen. Um die dritte zu beweisen, be- 
achten wir zunächst 


srtool=rl+is(exN)=io[rx (tx p)]. (27) 
Die zugehörige Antivertauschung liefert 
GDrostl,=rl+lr+isfexi+1xr)= -2ödrh, (28) 
weil 


tl=r(rxp)=0 Ir=(txp)r=0 (29) 
gilt, sowie 
rxI+lxr=rx(exp)+(ixp)xr 


=rol,pl_-t[rop = -1(3 - Dhli= —2rhji. en 


Hierbei wiederum wurde (122.8) berücksichtigt. Mit [t, p] ist das entsprechende 
skalare Produkt gemeint. Nunmehr folgt aus (28) direkt 


Fr, K’],= [dr 1+ SUR], = 287 - 257 =0 (31) 
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und damit die dritte Gleichung von (18). Der Faktor r, um den sich (31) von (18) 
unterscheidet, spielt keine Rolle, da K’ und [ nur auf die Winkel, nicht aber auf 
den Betrag r operieren. Die letzte Gleichung von (18) schließlich wird durch 


hostl.=lost.+3 Wort 


n r (32) 
=tx ou d+zlEeslı=—r x9-hioxr=0 
bewiesen. Die hier verwendete Beziehung 
Bool_Lr= —-2ioxr (33) 


folgt aus (134.11). 


162 Separation der Drehimpulsanteile 


Die gesuchten stationären Zustände der Diracgleichung werden nach (161.1): 
durch die Gleichungen 


| Hl)=Eub H=eDlr)+medBß +c&p (1) 


beschrieben. Wir führen zunächst mit 

e=r/r &=15 3=ho7/2 (2) 
den radialen Einheitsvektor e und die Spinmatrix 5 ein. In der nichtrelativisti-. 
schen Theorie [Q 431] erfolgt die Separation der Winkelanteile im allgemeinen 
dadurch, daß man den in der kinetischen Energie auftretenden Impulsoperator 
entsprechend 


p=eoep—ex(exp) (3) 

zerlegt und die dabei entstehenden Terme durch die hermitischen Operatoren 
h10 h/o8 1 h 

r i Far rar t-) ep+;, und [=rıxp (4) 


darstellt. 


Bei der Diracgleichung wird der gleiche Weg beschritten. Er führt zu der 
Zerlegung 
a io" \) 
r 


ir 


EN h 251 - h 
ala (14 )]=3e(m- BR). 


F0=Feoen-F(ext)=zeln, 


(5) 


Der erste Ausdruck entsteht unter Verwendung von (3). Beim zweiten wurden (4) 
und die Beziehung (161.27) verwendet. Die Einführung des Spindrehimpulses 3 
läßt erkennen, daß hier der Spin-Bahn-Operator K’ = ßK eingeführt werden 
kann. Der Hamrtroxoperator (1) erhält mit (2) und (5) die für den vorliegenden 
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Zweck einfachere Form 
2 o h 
H=eU(n) +meß+erse(p-;-BK), (6) 


in der nur noch die Anteile oe und K richtungsabhängig sind. 


Um jetzt den bei (156.11) ausgelassenen Beweis der Vertauschbarkeit von 
H und K nachzuholen, beachten wir zunächst die Gültigkeit der Vertauschungs- 
relationen 


[de, K],=0 [r,K],=0 [ß, K]_=0. (7) 


Die erste von ihnen folgt aus (161.18 und 21), wenn man beachtet, daß der hier 
wegen K =ßK’ noch auftretende Faktor ß mit oe vertauschbar ist und daher 
aus der Vertauschungsklammer herausgezogen werden kann. Die zweite und 
dritte Relation (7) folgen aus dem Auftreten von ß in K sowie daraus, daß 
+ und 8 mit K’ inK = ßK’ vertauschbar sind. Nunmehr betrachten wir die Ver- 
tauschung des Hamitroxoperators H in der Form (6) mit dem Spin-Bahn- 
Operator K. Da die ersten beiden Terme von (6) mit K vertauschbar sind, redu- 
ziert sich die Vertauschung auf 


Br &z (m- BR), x] - ker Kle[m-- BR) -0. (8 


Im zweiten Ausdruck konnte ein Faktor aus der Vertauschungsklammer heraus- 
gezogen werden, der wegen (7) und [p,, ${]_= 0 ohnehin mit K vertauschbar ist. 
Die verbliebene Vertauschung aber verschwindet wegen (7), weil sie in 


de, KL= free, Kl, 5, K], de} (9) 


zerlegt werden kann. Damit ist die in (156.11) behauptete Vertauschbarkeit 
von H und K nachträglich bewiesen. 


Beim Einsetzen des umgeformten Hamıtroxoperators (6) in die Eigenwert- 
gleichung (1) kann K durch k ersetzt werden, da $ als Eigenfunktion von K 
vorausgesetzt wird. Anschließend wird im letzten Term von (6) der Faktor oe 
nach rechts durchgetauscht. Ersetzen wir schließlich die Wellenfunktion durch 

1 z 1/R 92 


Li 1 


so lautet die neue Eigenwertgleichung für & 


Bo =|[e Un +mep+ (+5 )röele- (11) 


Die Wellenfunktion g von (11) muß genau wie die ebenfalls mit p bezeichnete 
Eigenfunktion (161.22) eine Eigenfunktion der Operatoren K und j, sein. Wir 
machen für einen Ansatz, der aus (161.23) durch das Hinzufügen r-abhängiger 
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Funktionen entsteht, denn auch die durch 


| Pr,m = Mr) N. %x,m + ig(r)N-X-%,m (12) 


angesetzte Funktion ist nach wie vor eine Eigenfunktion von K und j,. In der 
Wellengleichung (11) tritt wegen (161.20) der Ausdruck 


oe Pk,m = ı[f(r) N+Y%-k,m = ig (r) N-Xkm] — Ir) N-X-k,m Fr ig (r) N+Xk,m (13) 


auf. Er geht aus 9 offenbar durch Vertauschung der Radialteile f(r) und ig(r) 
hervor. Nach Einsetzen von (12) in (11) und anschließendem Koeffizienten 
vergleich entstehen die Bestimmungsgleichungen 


(eU+me—E) fr) 
(14) 


(e U- mc — E)ig(r) + 


für f(r) und g(r). Sie werden im nächsten Abschnitt genauer untersucht. Die 
Normierungsbedingung der Wellenfunktion lautet 


faryta= [Arm [ar(inP + len) =1. (15) 


Da die Drehimpulseigenfunktionen bereits normiert sind, folgt 
far in? +farlgn?=1 (16) 


als Normierungsbedingung für die radialen Eigenfunktionen. 


163 Radialteil beim Wasserstoffatom 


Der Radialteil der Diraogleichung enthält nunmehr zwei Funktionen /{r) 
und g(r), die durch das Gleichungssystem (162.14) und die Normierungsbedin- 
gung (162.16) bestimmt werden müssen. Wir berechnen speziell die Eigenzustände 
des Elektrons im Wasserstoffatom und führen neben dem CouvLomspotential 
die Abkürzungen 
€ e? m®t+E_|1 


er. 


a 


2ER 


Arcegr Arche eo 


ein, daneben noch für späteren Gebrauch die Konstante 


hc 
Vmer-m 


a= Ya a_= 


6 Macke, Quanten und Relativität. 2. Aufl. 
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Die radialen Gleichungen (162.14) gehen jetzt in die Gleichungen 


(3) 


über. Aus diesen Gleichungen ist der in a, und a_ enthaltene Eigenwert der 
Energie E in Abhängigkeit von der Quantenzahl k zu bestimmen. 
Zunächst wird das Verhalten der Wellenfunktion für große r untersucht. Die 
Gleichungen (3) gehen dann in 
1 d 1 d 
r>o: Bu a I9+24=0 (4) 
über. Durch Differentiation und Elimination von fbzw. gentstehen die Gleichungen 
1 ld d? 1 ld d2 
e_#f g f 9 (5) 


a ai a, dr- dr a_a,’ a_dr dr’ 
+ + + 


Beide Funktionen verhalten sich also asymptotisch wie 
hgmet're mit a= Ya,a_. (6) 
Als normierbare Lösungen kommen natürlich nur diejenigen mit e” ’I@ in Betracht. 


Um das Verhalten für kleine r zu untersuchen, wird für beide Funktionen fundg 
ein Potenzansatz mit r? gemacht. Dabei gehen die Gleichungen (3) in 


r>0: -&j+ft2,- 0 ze (7) 
über. Multipliziert man die erste von ihnen mit «r und setzt die zweite ein, 
= alt= hi+HI=-(P- Mi. (&) 
Die gesuchte Potenz ist daher 

B= VR- > yı-o (9) 


im Gegensatz zur nichtrelativistischen Theorie, wo nur ganzzahlige Werte für 8 
auftreten. 


Nun läßt sich für f und g der Ansatz 


df u 
fin = reale) a rar nl (10) 
g(r) = rferri@B(r) 3 - Pem(E 04 7) 


machen, der das Verhalten für große und kleine r entsprechend berücksichtigt. 
A und B können dann als Potenzreihen angesetzt werden, die ein Entwicklungs- 
glied nullter Ordnung besitzen müssen. Mit den in (10) noch angegebenen Ab- 
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leitungen dieser Funktionen wird das Gleichungssystem (3) 


(E-sjarlet irn 


r dr) 


[72 
(- +) 84 (2 +77) 4 0 


a, r r 


in ein solches für A und B überführt. 


Dieses Gleichungssystem ist bereits mit konstanten Koeffizienten A und B 
lösbar, wenn die vier Gleichungen 


EEE ER, -xA+(ß+k)B=0 
a_ [7 (12) 
de &B+(ß-k)A=0 
a, a 
erfüllt werden. Dies ist unter den Bedingungen 
A a a ß+k —_& 
B a a. a B-k (13) 


der Fall. Das erste Gleichheitszeichen legt das Amplitudenverhältnis A/B fest, 
das zweite wird mit (2) und das vierte mit (9) erfüllt. Das dritte legt die Energien 
der zugehörigen stationären Zustände fest. Seine Auswertung führt auf die weiter 
unten in (28) abgeleitete Formel mit 


e=0 k>0. (14) 


Die letzte Bedingung folgt ebenfalls aus (13). Weil a und a, positiv sind, muß 
hier auch ß+k= YR® — «2 + k> 0 und reell sein, was nur mit k > 0 möglich ist. 


Allgemein werden die Gleichungen (11) durch den Potenzreihenansatz 


(15) 
gelöst. Dabei entstehen zunächst die Gleichungen 
zur la. a A,— Bst (B+ k+n)B,]=0 
£ (16) 


zur [-B,1+88,-44,.1+ (#-64+94,]=0 
+ 


zwischen den; Koeffizienten A, und B,. Sie werden für beliebige r nur erfüllt, 
wenn die geschweiften Klammern für alle v-Werte verschwinden. Diese Forderung 
liefert zwei Rekursionsformeln, die es ermöglichen, alle Koeffizienten A, und B, 
aus A, allein zu berechnen. A, wiederum folgt dann aus der Normierungsbedin- 
gung (162.16). Multipliziert man die erste der geschweiften Klammern von (16) 
mit a_ und die zweite mit a, so liefert die anschließende Addition 


[-a_a+alß—k+v)]4d,+laa +a_(ß+k+»)]B,=0. (17) 
6* 
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Bei großen Werten r > oo werden die Funktionen (15) vorwiegend durch die 
Koeffizienten A, und B, mit großen » bestimmt. Für diese vereinfacht sich (17) zu 


avA,+a_vB,=0, (18) 


und aus (16) folgt die vereinfachte Rekursionsformel: 
1 1 1 la 2 

vA wa Ar Bela +o-48) A,,= 4-1 (19) 
sowie eine entsprechende Gleichung für B,. Bei sukzessiver Anwendung dieser 
Formel entsteht ee 

Ar)=NrA,wr’r (=) —r do = Age? "la, (20) 
und A(r) wächst für r— » stärker, als der in (10) abgespaltene Faktor e”"/“ 
abklingt. Normierbare Lösungen f und g entstehen also nur, wenn die in a, a, 
und a_ enthaltene Energie E gerade einen solchen Wert besitzt, daß die Reihen (15) 
nach einer endlichen Anzahl o von Gliedern abbrechen, o > 0. Hierfür genügt 
die Forderung, daß 


Auı= B,. 1-0 (21) 


e+17T 


gilt. Die höheren Koeffizienten verschwinden dann alle von selbst, da sie nach (16) 
zu den nächst niederen proportional sind. 

Die Bedingungen (21) führen in den geschweiften Klammern (16)mitv=o +1 
auf die beiden Gleichungen 


1 1 1 1 
die wegen (2) die gleiche Aussage 
Ag _ 4 a a_ P 
BB a a, Y* (23) 


enthalten. Zusammen mit (17) lautet diese aus (21) und damit aus der Nor- 
mierungsforderung hervorgehende Bedingung 


a_ __al@+Pß+rk)taa 
a -ale+ß-krtan' 2) 


Nach Multiplikation mit den beiden Nennern folgt hieraus 
(a - a?) a=2a_a(ß+e) 


Paiie (25) 
(a_—a,)x=2)a,a_(ß+ 0). 


Die zweite Gleichung folgt unter Beachtung von a? =a,a_ aus der ersten. 
Weitere Umformung ergibt 


I BENDER, 
B+e N FREIES = a,) _ Va, a- | FR 1 ) Ya. a_ E j (26) 
a 2 Ya,a 2 dr a he 
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und hieraus folgt 
( a j (ke)? (m .c?)® — E? ( \ 1. (27) 
B+o E?a_a, E? E 


Die Auflösung nach Z schließlich führt mit 8 = Yk? — a? aus (9) auf 


BE me | 
Yı + /(o 2 Ve Ze == a (28) 


für die Eigenwerte der Energie des Elektrons im Wasserstoffpotential. Das posi- 
tive Vorzeichen der Wurzel folgt aus (26), da stets 8 +0 > 0 ist. Nur zu den 
durch (28) gegebenen Energien also existieren normierbare stationäre Lösungen 
der Dıracgleichung. Sie hängen vom Betrag |k| der Spin-Bahn-Quantenzahl k 
ab sowie von einer radialen Quantenzahl o. Der Ableitung entsprechend gibt o 
die Ordnung der Polynome Afr) und B(r) an und damit im allgemeinen auch 
die Zahl der „radialen Knotenflächen“ von \. 


164 Feinstruktur des Wasserstoffs 


Gleichung (163.28) enthält die von SOMMERFELD auf elementarem Wege 
gefundene Energieformel für die Feinstruktur des Wasserstoffs. Die in dieser 
Formel auftretende dimensionslose Konstante 


Me e? se 1 = (1) 
4rreghc 137,0392 

wird als SOMMERFELDsche Feinstrukturkonstante bezeichnet. Ihr kleiner Zahlen- 
wert hat zur Folge, daß sich die Bindungszustände eines Elektrons im Wasser- 
stoffatom alle nur sehr wenig von der Ruhenergie mc? unterscheiden und sich 
nur deshalb bereits durch die nichtrelativistische Quantentheorie gut annähern 
lassen. Die Bindungsenergien sind nach (163.28) um einen Faktor a? kleiner als 
die Ruhenergie mc?. Sie werden in erster Linie durch die sogenannte Haupt- 
quantenzahl n=o + |k| allein bestimmt. Die Abweichungen hiervon sind 
wiederum um &2 = 10°? kleiner als die Bindungsenergien des Wasserstofls. 


Die SomMERFELDSche Feinstrukturformel des Wasserstoffs soll jetzt etwas 
genauer ausgewertet werden. Dazu wird die radiale Quantenzahl o ähnlich wie 
in der nichtrelativistischen Quantentheorie zunächst durch die Hauptquanten- 


zahl n ersetzt: 
mc? 


V1+02/(n+ Ve = — |k1)? 
Die Entwieklung dieses Ausdrucks nach Potenzen von « liefert für die Glieder 
bis zur vierten Ordnung 


ee Een, 3) 


2m 2m \jk| 4m 


n=e+ikl. 2) 
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Der erste Term enthält die Ruhenergie und der zweite die nur von der Gesamt- 
quantenzahl n abhängige Bindungsenergie in nichtrelativistischer Näherung. 
Es ist dabei zu beachten, daß mc?a? = met/(4rre,h)? ist und dieser Ausdruck 
nicht von c abhängt. Der dritte 
Term in (3) ist proportional zu l/c? 
25 20, 203, 20, 20, und enthält als wichtigste relati- 
vistische Korrektur den Einfluß 


Schrödingergleichung Diracgleichung Lambshifl 


R #278 25, 2% ee der Spin-Bahn-Kopplung sowie 
” 9-7 9 2, den der übrigen Terme von 
k-1 


’ 4 (146. 19). In Abb. 164 ist das 
Schema der Wasserstoffterme 
dargestellt. Auf der linken Seite 
befinden sich die Terme dernicht- 
relativistischen Theorie, rechts 

120 daneben ist die beobachtete Auf- 

spaltung dargestellt. Nach der 

Diracschen Theorie sollten die 

9-0 beiden Terme 2s,, und 29,7 


Ba Bee Bi u streng miteinander entartet sein, 
. . Jıe nlearıgsten Knergieterme des asser- : . ” 
Siufie. Tidkn närhtreiniriiiene: Tin, ande no zul glsichien |) gehören, 
DirAcgleichung und rechts die von der Quanten- Beobachtet wird hingegen auch 
elektrodynamik erfaßten Strahlungskorrekturen noch eine verhältnismäßig kleine 

Aufspaltung dieser Terme, die 
durch Strahlungskorrekturen höherer Ordnung hervorgerufen und als Lamsshift 
bezeichnet wird. 


Is, 15, 


Weiter wird die durch die Korrektur entstandene Aufspaltung untersucht, 
hervorgerufen durch verschiedene k-Werte zum gleichen n und I. Sie bewirken 
eine Aufspaltung 


AE=— 


mc?at Ya 1 ) mc?at 
2n® Bi res — Telmin/ Zmdtll+1) 

i+1 

I ’ 


s (4) 
wegen IkI=j+3=| 


die sich insbesondere bei kleinen Werten von n und / bemerkbar macht. 


Diese Aufspaltung findet ihre anschauliche Erklärung im Wirken der in [155] 
besprochenen Spin-Bahn-Kopplung, deren Einfluß in der zusätzlichen Wechsel- 
wirkung (155.5) besteht und durch 


l= ı1/rk "21 dv 28 
Egs=-7 = ); dr MR (8) 


beschrieben wird. Der Erwartungswert von dV/rdr mit den nichtrelativistischen 
Eigenfunktionen des Wasserstoffproblems ist mddat/kn®I(l+/)(U +). 
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Damit und mit den Eigenwerten (155.11) von 231 entsteht als Energiedifferenz 


1 mc? at 231 281 mc?a* 
AB=7 70H er) ( En 5 zwi 9 


also der gleiche Ausdruck wie oben in (4). Das ist nicht weiter überraschend, 
sondern zeigt vielmehr die Konsistenz der in dieser Theorie durchgeführten Über- 
legungen. Die Energiedifferenz AB in (4) wurde durch exakte Auswertung 
der DirAogleichung und anschließende Entwicklung des Ergebnisses (2) nach 
Potenzen von 1/c? berechnet. AE in (6) dagegen wurde durch Entwicklung der 
Diraogleichung selbst nach Potenzen von 1/c2 und anschließende Auswertung 
gewonnen. Beide Wege führen also hier, wie der Vergleich von (4) und (6) zeigt, 
zum gleichen Resultat. 


17 Weiterer Ausbau der Theorie 


Zusammenfassung: Die in [11] bis [16] untersuchte Theorie kann auf Mehrteilchen- 
probleme erweitert werden. Im Einklang mit dem PAvuischen Auswahlprinzip muß die 
Gesamtwellenfunktion antisymmetrisch sein. Dadurch tritt bei Erwartungswerten der 
Wechselwirkung zweier Teilchen zum gewöhnlichen Erwartungswert noch ein sogenanntes 
Austauschglied hinzu. — Die Diracsche Löchertheorie ist eine Hypothese, nach der alle 
Teilchenzustände negativer Energie von Elektronen besetzt sein sollen. Sie macht verständ- 
lich, daß es stabile Elektronen positiver Energie gibt, die wegen des Ausschließungsprinzips 
nieht mehr in negative Zustände hinunterfallen können. Sie erklärt andererseits die Paar- 
erzeugung von Elektron und Positron als einen Photoeffekt, bei dem die Energie E > 2mc? x 
1 MeV eines Photons auf ein Elektron negativer Energie übertragen wird und dieses bis in 
den positiven Energiebereich anhebt. Das im negativen Energiebereich zurückbleibende 
„Loch“ ist das Positron. 


171  Mehrteilchenprobleme 


Alle bisherigen Überlegungen zum relativistischen Elektron betrafen ein 
einzelnes Teilchen im vorgegebenen Feld. Beim Auftreten mehrerer Teilchen 
zeigen sich einige Besonderheiten, die hier zusammengefaßt werden sollen. 
Zunächst betrachten wir N Diracteilchen ohne gegenseitige Wechselwirkung 
in einem gemeinsamen äußeren Feld. Der gesamte Hamıtroxoperator H läßt 
sich dann in der Form 


H= hl) () 
i=1 


als eine Summe aus den Hamıtroxoperatoren h(i) für die einzelnen Teilchen 
i=1,...N zusammensetzen. Die verschiedenen h(i) sind untereinander gleich. 
Sie unterscheiden sich lediglich durch die Koordinaten (und Spinorindizes) i, 
auf die sie angewandt werden, h(1) erfüllt die Eigenwertgleichung 


IM). 2) 
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Dabei steht n symbolisch für alle Quantenzahlen des Problems und 1 für x, 
und die durch s, unterschiedenen vier Komponenten der Wellenfunktion. 


Da der Hamıttoxoperator (1) aus einer Summe besteht, deren einzelne Glieder 
alle auf verschiedene Koordinaten wirken, erhält man Eigenlösungen des Gesamt- 
operators durch einen Produktansatz aus Teilchenfunktionen vom Typ (2). 
Verschiedene solcher Produkte lassen sich additiv überlagern und sind dann 
wiederum Eigenlösungen von (1). Allerdings sind diese Lösungen in der Natur 
nicht alle realisiert. Auf Grund der im PavLiprinzip [Q 512] zusammengefaßten 
Erfahrungen treten bei Elektronen nur solche Wellenfunktionen auf, die gegen- 
über Vertauschungen ihrer Koordinaten antisymmetrisch sind. Man erhält sie 
durch Bildung der sogenannten SuLAarerdeterminante 


3; . 1 mt 24 | 


My). dal) 


Y=Y( 


(3) 


N,Ng.-- NN 


Sie gibt der Wellenfunktion 


v=r(,,. 0 ,)--7[ a (4) 


NN... RN NN NZ... NN NyNıNy:.. NN 
des Gesamtsystems die gewünschten Symmetrieeigenschaften. \Y' wechselt sein 
Vorzeichen sowohl bei Vertauschungen von 1 und 2 als auch bei solchen von 
n, und nz. 

Die Gesamtwellenfunktion (4) ist normiert 
(P, \Y) = 1 (Uns b,) 2 Ohne} (5) 


wenn sie aus Teilchenfunktionen \), aufgebaut wird, die ihrerseits ein normiertes 
Orthogonalsystem bilden. Irgendeine physikalische Größe des Systems, die sich 
in der Form 

A=)a, (6) 


aus Operatoren a, der einzelnen Teilchen zusammensetzt, liefert, wie die Aus- 
wertung bei Verwendung von (3) zeigt, in formaler Übereinstimmung mit der 
nichtrelativistischen Theorie für die Erwartungswerte 


Ä= F; AY) = Yilln, &; Un.) * (7) 


Der Erwartungswert A setzt sich also aus den Erwartungswerten der einzelnen 
Teilchen in den besetzten Zuständen n, zusammen. 


Der HamıtTonoperator (1) ist symmetrisch gegenüber der Vertauschung 
zweier Koordinaten. Der zugehörige Vertauschungsoperator P ist also mit H 
vertauschbar und daher eine Erhaltungsgröße des Systems. Eigenfunktionen 
von H können gleichzeitig Eigenfunktionen von P sein. Da außerdem die zwei- 
malige Vertauschung zweier Variabeln stets den ursprünglichen Zustand wieder- 
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herstellt, gilt P2 = 1. Der Operator besitzt die Eigenwerte +1 und —1. Seine 
Eigenfunktionen bestehen aus der Gesamtheit aller symmetrischen und anti- 
symmetrischen Funktionen. Die in (3) eingeführte Wellenfunktion \ gehört 
zum Eigenwert —1 von P. Wegen der Vertauschbarkeit von P und H behält 
sie diese Eigenschaft auch im Zeitablauf. 


Das Auftreten von nur antisymmetrischen Funktionen (3) als Lösungen Y’ 
hängt eng mit der Ununterscheidbarkeit der Elektronen zusammen. Die zu Y 
gehörige Aufenthaltswahrscheinlichkeit zeigt die Eigenschaft 


W(1,2..)=W(2,1...), (8) 
bleibt also gegenüber der Vertauschung je zweier Variabeln unverändert. Eine 


andere Folge der Antisymmetrie der Wellenfunktion betrifft die Besetzung der 
Teilchenzustände n. In (3) bzw. (4) ist nämlich 


NEn+--+nNy- (9) 


Sind dagegen zwei dieser Zustände, z.B. n, und n, gleich, so bleibt im letzten 
Gleichheitszeichen von (4) die Wellenfunktion unverändert, während sie gleich- 
zeitig ihr Vorzeichen wechselt. Sie muß dann also verschwinden. In System- 
zuständen vom Typ (4) kann daher jeder Teilchenzustand n; nur höchstens ein- 
mal besetzt werden. 


Beim Auftreten von Wechselwirkungskräften zwischen den Teilchen treten 
zum HamıtToxoperator H in (1) noch mindestens Glieder hinzu, in denen die 
Koordinaten paarweise enthalten sind (Zweiteilchen-Wechselwirkung), die also 
H nichtseparierbar machen. Es gibt dann keine Lösungen \ mehr, die sich 
wie (3) aus Einteilchenfunktionen aufbauen. Sie müssen aber wegen der obigen 
Überlegungen nach wie vor die Symmetrieeigenschaften (4) besitzen. Hier treten 
ähnliche Komplikationen wie beim Vielkörperproblem der nichtrelativistischen 
Quantenmechanik auf. 


Oftmals rechtfertigt die physikalische Situation eine Behandlung der Wechsel- 
wirkungsterme V;;, als kleine Störung. In erster Näherung bleibt die Wellen- 
funktion (3) dann von der Störung unbeeinflußt. Zur Energie, dem Erwartungs- 
wert von (l), tritt der Erwartungswert der Wechselwirkung hinzu: 


(F,yVuYT)=23n, „(at dr, yn,(l) 41,2) Yy2(dn, (1) Un, (2) — Yn,(1) Yn, (2)) . (10) 


Er enthält wegen der antisymmetrischen Form (3) der Gesamtwellenfunktion 
noch ein Zusatzglied, die Austauschenergie. 


Im allgemeinen rufen die in einer relativistischen Theorie auftretenden Wechsel- 
wirkungen weitere Schwierigkeiten als die bislang erwähnten hervor. Da sich 
im Rahmen der Relativitätstheorie jede Wirkung nur mit der Lichtgeschwin- 
digkeit als Maximalgeschwindigkeit ausbreiten kann, gibt es keine zeitunab- 
hängigen Wechselwirkungen wie in der nichtrelativistischen Theorie. Die Störung 
eines Teilchens durch ein entferntes zweites Teilchen macht sich infolge ihrer 
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endlichen Laufzeit nur retardiert bemerkbar und wird hierdurch »zeitabhängig. 
Dies hat neben anderen Ursachen zur Folge, daß das relativistische Zweikörper- 
problem bereits klassisch nicht mehr exakt lösbar ist. 


Man ist beim Auftreten retardierter Wechselwirkungen also auf Näherungs- 
verfahren angewiesen. Bei den in Teil [2] im Vordergrund stehenden Streupro- 
zessen bietet sich als geeignetes Verfahren die Bornsche Näherung [Q 622] an, 
bei der die Wechselwirkung V;, als kleine Störung behandelt und ihr Einfluß 
auf Wellenfunktionen und Erwartungswerte durch eine Potenzentwicklung 
nach V;;, dargestellt wird. Beim Auftreten nicht zu hoher Geschwindigkeiten 
® < c, wo Sich auch die mit der Wechselwirkung zusammenhängende Retardierung 
entsprechend weniger bemerkbar macht, lohnt sich oftmals eine Entwicklung 
nach Potenzen von v/c im Sinne einer nichtrelativistischen Theorie mit Zusatz- 
gliedern, die den relativistischen Einfluß beschreiben. Dann ist die Wechsel- 
wirkung zwar zeitunabhängig, aber dafür von der Relativgeschwindigkeit der 
beiden Partner abhängig. 


172 Diracsche Löchertheorie 


Die Energieeigenwerte des Elektrons im Wasserstoffatom stehen nach [16] 
als Ergebnis der Drracschen Theorie in ganz hervorragender Übereinstimmung 
mit der Erfahrung. Die Hauptschwierigkeit dieser Theorie, nämlich das Auf- 
treten negativer Energiezustände, wurde in [131] zwar erwähnt, aber in den an- 

schließenden Kapiteln zunächst nicht weiter 
£ berücksichtigt. Das Gesamtspektrum aller Zu- 
stände des Wasserstoffatoms ist in Abb. 172.1 
wiedergegeben. Es besteht aus einem kontinuier- 
lichen Bereich positiver Energien E > mc?, aus 
dem sich unmittelbar anschließenden Bereich der 
diskreten Energien für die gebundenen Zustände 
2mc?»2.7MeV des Elektrons im Wasserstoffatom und aus einem 
kontinuierlichen Bereich von Zuständen negativer 
Energie mit E < — me®. 


Unter diesen Voraussetzungen kann der Grund- 
zustand des Wasserstoffs, bei dem sich das Elek- 
tron auf der „untersten‘‘ Bahn befindet, nicht 
stabil sein. Es muß eine von Null verschiedene 
Wahrscheinlichkeit dafür existieren, daß das 
Abb. 172.1. Energiespektrum des Elektron von diesem Zustand in einen der Zu- 
Elektrons im Wasserstoffpotential: stände negativer Energien hinunterfällt, bei 
nn a: gleichzeitiger Abstrahlung seiner Energie als 

. ; = Photon. Die Berechnung liefert sogar einen 


Kontinuum der Zustände negativer : 
Energie recht hohen Wert für diese Übergangswahrschein- 
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lichkeit, demzufolge ein solcher Übergang bereits in der Zeit 7 # 10°? sec statt- 
findet. In der bisher beschriebenen Diracschen Theorie, die die Energiezustände 
in so hervorragender Übereinstimmung mit der Erfahrung liefert, ist also selbst 
der Grundzustand des Wasserstoffatoms instabil und besitzt nur eine Lebens- 
dauer von 7 = 10°? sec. 


Den Ausweg aus dieser Schwierigkeit fand Dirac, indem er die Hypothese 
aufstellte, daß alle Zustände negativer Energie bereits durch Elektronen besetzt 
sind. Das hat zur Folge, daß wegen des in (171.4 und 9) formulierten PAULI- 
prinzips kein Elektron von den Zuständen positiver Energie mehr in einen 
negativen Zustand hinunterfallen kann, da der letztere dann zweifach besetzt 
wäre. Zur quantitativen Formulierung dieser Hypothese müssen also neben dem 
einen Teilchen positiver Energie die unendlich vielen Teilchen negativer Energie 
berücksichtigt werden. Dies geschieht formal durch eine Wellenfunktion 


T, 


N, N]... Ry 


Ya W| (1) 


die die gleichen Symmetrieeigenschaften wie (171.4) besitzt. 1 bezeichnet die 
Variabeln des Teilchens positiver Energie, 1- bis N- sind die Variabeln der 
Teilchen mit negativer Energie. N- wird hier, obwohl es eigentlich unendlich 
sein sollte, als endlich angenommen. Durch n wird der positive Energiezustand 
beschrieben, durch die Quantenzahlen n] ...ny die Zustände mit negativer 
Energie. 


Mit der Drracschen Hypothese bleibt der Grundzustand des Wasserstoff- 
atoms natürlich stabil. Allerdings muß man sich überlegen, welche weiteren 
Konsequenzen diese Hypothese besitzt und ob auch sie von der Erfahrung be- 
stätigt werden. Die Hypothese verbietet zwar wegen der Besetzung der nega- 
tiven Zustände ein Herunterfallen der Teilchen positiver 
Energie. Dafür sollte es nunmehr aber umgekehrt möglich 4) 
sein, unter Absorption eines Photons, ähnlich wie beim 
Photoeffekt, eines dieser Teilchen negativer Energie aus 
der „Diracschen Unterwelt“ in den Bereich positiver 
Energien anzuheben, siehe Abb. 172.2. Die dazu mindestens 
erforderliche Energie ist 2 mc? # 1 MeV. 


hv 

Beim geschilderten Prozeß sollte also ein Photon ver- 
schwinden, und übrig bleibt ein Elektron positiver Energie 
und in der Diracschen Unterwelt ein ‚Loch‘. Ein solcher / N / 
Prozeß kann allerdings nur in einem äußeren Potential N 
Y(t) (z.B. dem eines Atomkerns) stattfinden, das den Abb. 172.2. Schema 
überschüssigen Impuls Awjc eines Photons aufnimmt, nn 2 
der stets erheblich größer als der Impuls des neu erzeug- Elektron negativer 
ten Elektrons mit seiner Ruhmasse m + 0 ist. Das zeigt Energie 
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sich am deutlichsten bei der Elektronenenergie mc?, bei der das Elektron ruht 
und sein Impuls ?P = 0 ist. Der Impuls eines Photons gleicher Energie ist hin- 
gegen P = me. 


Wir überlegen uns nun, wie sich ein solches „Loch“ im negativen Energie- 
spektrum bemerkbar macht. Der Erwartungswert einer (extensiven!) physika- 
lischen Größe im Sinne von (171.6 und 7) ist 


A -— AVak _ zloch (2) 


für die Diracschen Unterweltteilchen bei Vorhandensein eines Loches. Er besteht 
aus dem Vakuumerwartungswert bei vollbesetzter Diracscher Unterwelt, von 
dem noch der Erwartungswert des unbesetzten Teilchenzustandes im negativen 
Energiespektrum, also des ‚„‚Loches“, abzuziehen ist. Für die wichtigsten Eigen- 
schaften des Elektrons gilt dann: 


Teilchen positiver Energie py E mv e 3 
Teilchen negativer Energie p -E-m-v e 38 (3) 
„Loch“ —p E m —vV —e —3 


In der ersten Zeile sind die Eigenschaften eines freien Elektrons dargestellt. 
Zu ein und demselben Impulszustand p gehören Energie E, Ruhmasse m, Er- 
wartungswert der Geschwindigkeit vo, Ladung e und Spin 3. Der zum gleichen p 
gehörige negative Zustand besitzt dann die Energie —E, die Ruhmasse — m 
und entsprechend die Geschwindigkeit —v, aber Ladung e und Spin 3 bleiben 
unverändert. In der dritten Zeile sind die Größen zusammengestellt, die ent- 
sprechend (2) wirklich beobachtet werden. Der Vakuumerwartungswert von (2) 
ist unbeobachtbar, weil er unverändert zu allen Erwartungswerten hinzutritt, 
und der danebenstehende Ausdruck enthält ein negatives Vorzeichen. Dadurch 
trägt der beobachtete Impuls — p das umgekehrte Vorzeichen. Die Energie des 
„Loches‘“ ist positiv, seine Ruhmasse m ebenfalls. Die Geschwindigkeit als im 
wesentlichen durch E und p bestimmte Größe bleibt —v, aber Ladung und 
Spin kehren entsprechend (2) ihr Vorzeichen um. Zusammenfassend muß sich 
also das ‚„‚Loch‘“ bemerkbar machen wie ein normales Teilchen positiver Energie 
und Masse mit dem Impuls — p und entsprechend umgekehrter Geschwindigkeit. 
Das Teilchen besitzt aber die entgegengesetzte Ladung —e. 


Der in Abb. 172.2 geschilderte Prozeß beschreibt also die Vernichtung eines 
Photons und gleichzeitige Erzeugung von zwei Teilchen, einem Elektron 
und einem Teilchen mit gleicher Masse, aber entgegengesetztem Vorzeichen der 
Ladung, dem sogenannten Positron. Dieser Prozeß wurde 1932 von ANDERSON 
entdeckt und ist als Paarerzeugung bekannt. Damit also findet die DirAcsche 
Hypothese von der Besetzung aller negativen Zustände hier, wie in allen übrigen 
Konsequenzen, die beste Bestätigung. 


2 _Quantenelektrodynamik 


Nachdem in Teil [1] das relativistische Einteilchenproblem behandelt wurde, 
entsteht nunmehr die Aufgabe, Kollektive von Elektronen, von Photonen sowie 
deren gegenseitige Wechselwirkung zu untersuchen. Ein entsprechendes Ein- 
teilchenproblem des Photons gibt- es nicht; denn für die Photonen existiert kein 
Erhaltungssatz der Teilchenzahl. Ein solcher Erhaltungssatz aber wäre die 
notwendige Voraussetzung dafür, daß man die Bewegung eines einzelnen Teilchens 
im Zeitablauf, losgelöst von weiteren Teilchen, überhaupt untersuchen könnte. 


Da die zwischen Elektronen und Photonen auftretenden Wechselwirkungs- 
effekte verhältnismäßig kompliziert sind, ist es wichtig, eine möglichst rationelle 
Darstellung der Gleichungen zu finden. Aus diesem Grunde wird in Kapitel [21] 
die Beschreibung der Elektronen- relativistisch invariant durchgeführt. Der 
Formalismus lehnt sich eng an die relativistische Schreibweise der klassischen 
Physik an. In [22] werden dann Teilchen untersucht und relativistisch beschrieben, 
die der KıEin-Gorpon-Gleichung genügen. Es sind skalare und vektorielle, 
ungeladene und geladene Mesonen. Photonen sind in diesem Rahmen ungeladene 
vektorielle Krem-Gorvon-Teilchen mit Ruhmasse m = 0 und Spin s=1. 


Nach dieser Untersuchung der Eigenschaften freier Elektronen und freier 
Photonen wird die Wechselwirkung zwischen ihnen behandelt. Zunächst wird 
in [23] der Einfluß zeitunabhängiger elektromagnetischer Felder auf das Elektron 
betrachtet und durch eine relativistisch invariante Störungstheorie beschrieben. 
Als Reihenentwicklung ermöglicht sie die Berechnung der S-Matrix, aus der 
alle meßbaren Größen entnommen werden können. 


Mit den Elektronenzuständen positiver und negativer Energie sowie mit 
normierten, zeitabhängigen elektromagnetischen Feldern werden Elektronen, 
Positronen und Photonen beschrieben. Die in Betracht kommenden S-Matrix- 
elemente erster Ordnung werden in [24] durch die sogenannten Graphen in über- 
sichtlicher und direkt berechenbarer Form dargestellt. Die Verallgemeinerung 
auf Prozesse zweiter und höherer Ordnung besteht, wie in [25] gezeigt wird, 
darin, diese Graphen aneinanderzuknüpfen und auszuwerten. Auf diese Weise 
können die gesuchten Matrixelemente von S in jeder gewünschten Ordnung 
angegeben und berechnet werden. 


Am Beispiel des Comrroxeffekts zweiter Ordnung wird in [26] die Berech- 
nung von Wirkungsquersehnitten demonstriert. Für die systematische Aus- 
wertung komplizierter Graphen werden in [27] allgemeine Regeln und Methoden 
angegeben. Weitere Schwierigkeiten, wie insbesondere die gelegentlich auftreten- 
den „divergenten“ Graphen werden in [28] behandelt. 
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21 Invariante Beschreibung der Elektronen 


Zusammenfassung: Ein Raumpunkt t zur Zeit # wird durch den vierdimensionalen 
Vektor x, charakterisiert, dessen Komponenten x; = (ct, t) bzw. x? = (ct, —t) lauten. Die 
wichtigsten physikalischen Gleichungen erhalten in der zugehörigen Vektorschreibweise 
eine sehr einfache und übersichtliche Form. Auch die Diracgleichung läßt sich in invarianter 
Form darstellen; dabei spielt die Matrix ß = y, eine besond£re Rolle. Sie ermöglicht die Ein- 


führung der Matrizen y;, der adjungierten Wellenfunktion $=dtß und adjungierter Matrizen 


A = ßATBß aller Art. Ordnet man jedem Vektor A, eine Diracmatrix A = y,4* zu, so lautet 
die Diracgleichung (p — eA — mc)) = 0. Eine unitäre Transformation, bei der gleichzeitig 
die Wellenfunktion $ in Sy und alle Matrizen A in SAST transformiert werden, läßt sowohl 
die Vertauschungen der y-Matrizen als auch alle Erwartungswerte der Theorie invariant. 
Die Matrix S = ß transformiert y; in yat. Eine physikalische Größe j,, die der Divergenz- 
gleichung 0%j, = 0 genügt, definiert eine Erhaltungsgröße. Der zugehörige Beweis läßt sich 
erbringen, ohne die invariante Schreibweise zu verlassen. Die relativistische Invarianz der 
Diractheorie wird unter der Voraussetzung bewiesen, daß sich bei einer infinitesimalen 
Lorentztransformation die Komponenten der Wellenfunktion $ ebenfalls transformieren, 
aber nach einem anderen Gesetz als die Vektoren. Größen, die sich bei Transformationen 
wie die Komponenten solcher Wellenfunktionen transformieren, werden Spinoren genannt. 
Im einfachsten Falle einer Raumdrehung um einen Winkel & erhalten die Komponenten 
von & Phasenfaktoren mit Winkeln + e/2. 


2]1 Zur relativistischen Schreibweise 


Zur Vereinfachung der Schreibweise werden jetzt die in der Relativitätstheorie 
üblichen Vierervektoren eingeführt. Dadurch vereinfachen sich viele Formeln 
sehr wesentlich. 


Ein „Lichtblitz“, der zur Zeit t = 0 beit = 0 erzeugt wird und sich mit Licht- 
geschwindigkeit c nach allen Seiten gleichmäßig ausbreitet, genügt der Flächen- 
gleichung a 26 
er-=0. (1) 
Beim Mic#eusonversuch wnrde beobachtet und im Rahmen der speziellen 
Relativitätstheorie zum Postulat erhoben, daß der gleiche Vorgang von einem 
bewegten Inertialsystem aus wieder eine isotrope Ausbreitung mit c zeigt, hier 
also der Gleichung 2 

et -”=0 (2) 


genügt. Beim Übergang zwischen Inertialsystemen (Lorrxtztransformation) 
müssen # und r daher die Bedingung 


eRr—rv En (eV — ”) y- 1 (3) 
erfüllen. Die in der Relativitätstheorie postulierte Gleichwertigkeit beider Systeme 


bedingt y = y-!und daher y = 1. Der Fally = — 1 wird dadurch ausgeschlossen, 


daß bei wenig voneinander verschiedenen Inertialsystemen tert und Test ist, 
demzufolge y in der Nähe von -+1 liegen muß. 
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Beschreiben wir t und r durch die Größen 


= (t,2,y,2)=(ct,t) 
= (ct, —x, —y,—2)= (ct, —ı) 


so lautet (die Forderung (3) einfach 
Dad Du. (5) 


Diese Größe bezeichnen wir als Längenquadrat des vierdimensionalen Orts- 
vektors und x, sowie x* als die zueinander kontragredienten Komponenten dieses 
Vektors. Die Gesamtheit aller Raumdrehungen und LoREntztransformationen 
läßt das Längenquadrat (5) invariant und bildet somit die Gruppe aller Drehungen 
in dem durch (4) definierten vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum. Jedes 
System von Zahlen 

4,= (a, a) = (a, 0), (6) 


(wie z.B. a, = da,), das sich bei diesen Transformationen in gleicher Weise 
wie die Komponenten (4) des Ortsvektors transformiert, wird als Vektor dieses 
Raumes, kurz als Vierervektor bezeichnet. Nicht nur die Längenquadrate solcher 
Vierervektoren a,,b,,..., sondern auch Skalarprodukte wie 

Ira d* = apby — aybı — Aybz — Qybz (7) 
sind Invarianten. Das Hauptpostulat der Relativitätstheorie, daß kein physi- 
kalisches Phänomen ein spezielles Koordinatensystem auszeichnen darf, be- 
deutet also, daß alle physikalischen Grundgleichungen als Vektor- und Tensor- 
gleichungen dieses vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuums dargestellt werden 
können. 

Zur Schreibweise wird zunächst darauf hingewiesen, daß entsprechend 


x,),u=0,1,2,3 k,L,m=1,2,3 (8) 


alle Vierervektoren mit griechischen Indizes dargestellt werden, alle Dreier- 
vektoren im bisherigen Sinne mit lateinischen. Ferner wird vereinbart, daß 
über alle griechischen Indizes, die bei einem Ausdruck zweifach (oben und unten) 
auftreten, stets summiert wird (Einsteinsche Summationsvorschrift). Demnach 
gilt für (7) 
a,’ = abo — Zıabı =aobo— ab. (9) 
Bei diesem skalaren Produkt muß wegen der besonderen Art der LORENTZ- 
transformation und ihrer Invarianten ein Teil der Komponenten mit umgekehrten 
Vorzeichen addiert werden. Dies kommt darin zum Ausdruck, daß von den zwei 
Indizes, die wie in (5) oder (9) miteinander verknüpft werden, je einer unten 
und einer oben steht. Prinzipiell hätte man x* natürlich auch mit umgekehrten 
Vorzeichen durch x? = (—ct,r) definieren können. Das würde aber den Nach- 
teil mit sich bringen, daß die wichtigsten physikalischen Größen durch negativ 
definite Längenquadrate dargestellt würden und später Gleichungen von der 
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unbefriedigenden Form p,p* = — (mc)?, dx, da* = — (dr)? entstünden, siehe An- 
hang. Daher wird die vorliegende Definition (4) vorgezogen. 


Der Zusammenhang zwischen den „zueinander kontragredienten‘‘ Kompo- 
nenten (6) eines Vektors wird in den Gleichungen 


| = gr, a, = g,,@#" (10) 


durch den sogenannten metrischen Tensor g** bzw. g,, vermittelt. Beim Vergleich 
der Formeln (6), (9) und (10) zeigt sich, daß der metrische Tensor die Komponenten 
1 0 
—1 
| _, an) 
0 —1 
besitzen muß, wenn er die beiden Darstellungen (6) eines Vektors ineinander 
transformieren soll. Aus (11) bilden wir die gemischten Komponenten (ein Index 
oben, ein Index unten) des metrischen Tensors wie in (10) durch 


rt, für A, ». (12) 


Dies ist ein Tensor, der die eine Darstellung zunächst in die andere und dann 
wieder in die erste transformiert, der also entsprechend 

a, = da, (13) 
eine identische Transformation liefert. 


Die Bewegung eines Massenpunktes im Raum kann relativistisch durch die 
Gleichun 
ö 2 = ©, (0) (14) 


mit irgendeinem Parameter & beschrieben werden. Dies sind vier Gleichungen, 
von denen die erste den Parameter & als Funktion der Zeit definiert und die übrigen 
drei die Punktbewegungen im Raum angeben. Im vierdimensionalen Raum- 
Zeit-Kontinuum stellt (14) eine Kurve dar. Der „Abstand‘‘ zweier benachbarter 
Weltpunkte ist bis aufeinen Faktor 1/c 


dr= Yan,de = Year dr = def - (vjo)? (15) 


und bedeutet ein Intervall der Eigenzeit, der Zeit also, die man in dem Koordi- 
natensystem mißt, in dem der Massenpunkt selbst ruht. Für v = 0 ist nämlich 
dr = dt. Oft ist es nützlich, die durch (15) definierte skalare Größe wegen ihrer 
Invarianz als Parameter « der Bewegung (14) zu verwenden. Die Größe 

da, (c, db) 

Aa — 16 
dr  Y1- (vie? (16) 
ist ebenfalls ein Vierervektor. Sie wird als Vierergeschwindigkeit bezeichnet. 


U, 
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Das Differential einer von x, abhängigen Funktion ist 

AU) = 52 da, = (0 U) dr, = Uitda,. (17) 

Gelegentlich werden Ableitungen in der Form Ul* abgekürzt. Weil dU in (17) 


eine Invariante ist, muß sich UI? wie a? transformieren und nicht wie a,. Das 
gleiche gilt für den vierdimensionalen Differentialoperator 


(18) 


ER 
= 9%, led’ 


Auch die Zusammenfassung von Ladungsdichte und Stromdichte ergibt einen 


Vierervektor: 


1 = (00,j) = Ges je, fi 

ale, dam mit = an I= m (19) 
Dabei bedeutet o, die Ruhladungsdichte, die Ladungsdichte in einem Koordinaten- 
system also, in dem die betrachtete Ladung ruht. Als Vierervektor von Energie 
und Impuls wird 


9, = (Eje, y) (20) 
eingeführt und als elektrisches Viererpotential 

A,;=(Ule, A). (21) 
Die schiefsymmetrische Ableitung von (21) 

F,,= 9,4, — 9,4, (22) 
liefert die Komponenten des elektromagnetischen Feldstärketensors 
0 | -Bje 0o| -E&e — By &IxB)e, 

= = 2. — | Ix® u =[e,,®8,,])=-B.. ei 


Die physikalischen Gesetze zwischen den hier definierten Vierervektoren 
haben eine sehr einfache Form. So erhält man für die Kontinuitätsgleichung 


der Ladung 
en 


und für die Lorentzkonvention des Viererpotentials 
" 
Die Wellengleichungen des Viererpotentials lauten 


OA, = Wh D=9rs,, (26) 


7 Macke, Quanten und Relativität. 2. Aufl. 
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und die vier Grundgleichungen der Elektrodynamik erhalten die einfache Form 
ut Furt Fra 0 Re Hola (27) 


Die erste Gleichung enthält das Induktionsgesetz und die Divergenzfreiheit 
des Magnetfeldes und die zweite die übrigen beiden Maxwertschen Gleichungen. 
Die relativistische Bewegungsgleichung eines Teilchens im elektromagnetischen 
Feld schließlieh lautet 


. 
mr — eF,,u*. (28) 


Für x = 0 enthält sie den Energiesatz. 


Schließlich ist es zweckmäßig, das Längenquadrat eines Vierervektors 
a,’ = a,a,g’" = afatg,, (29) 


in Fällen, in denen kein Mißverständnis möglich ist, einfach durch 


a=a,ad-d-—d-—- 


(30) 


abzukürzen. Obwohl aus der Schreibweise nicht unmittelbar ersichtlich, ist in 
dieser Quadratsumme über die Raumkomponenten stets mit dem negativen Vor- 
zeichen zu summieren. 


Vor dem weiteren Studium dieses Kapitels ist es notwendig, im Rechnen mit 
Vierervektoren eine gewisse Routine zu erwerben. Dem Leser sei daher empfohlen, 
sämtliche Gleichungen dieses Abschnitts in die nichtrelativistische Schreibweise 
zu übertragen, und zwar sowohl in die Komponentenform als auch in die übliche 
Vektorschreibweise für den dreidimensionalen Raum. 


212 Wellengleichungen 
Zunächst wird der Zusammenhang 
E = cY(me)? + p? (1) 


zwischen Energie E und Impuls p eines freien Teilchens betrachtet. Unter Ver- 
wendung des Energie-Impuls-Vektors (211.20) erhält er die einfache Form 


PP" = (mc)?. (2) 


Im Energiesatz wird der Einfluß äußerer Felder nach (113.9) durch Übergang 
von p, nach q; berücksichtigt: 


P>G=Mm-eA,=((E-eU)le, pe). (3) 
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Nach (113.1) ist p aber der kanonische Impuls des Teilchens. Der Energiesatz 
läßt sich wieder durch die Gleichung 


w 


Genau wie in [131] erfolgt der Übergang von (2) zur Kırın-Gorvon-Gleichung 
durch Einführung der entsprechenden Operatoren 


LORENTZinvariant darstellen. 


RE: R R:) ) ge 
p (> »)>2 (ee 1%) ws a 
für die außerdem 
9= WO D= 9,970" (6) 


gilt. Die KLein-GorDox-Gleichung läßt sich somit in den beiden Formen 
[o+($)]r-0 Im - (mg =0 m) 
darstellen. Mit dem Übergang (3) erhalten wir die entsprechende Gleichung 
[(R- (mo’]p=0 | mit d=qd (8) 


für ein Teilchen im äußeren Feld. 
Um auch die DıirAcgleichung 


| ee H|y=tcz ckv - Bme]y=0 (9) 


in die Viererschreibweise zu überführen, multiplizieren wir sie mit ß/c. Dann 
steht neben mc keine Matrix mehr, und es wird 


[Bpo - Bäp - mely=0. (10) 
Fassen wir daher ß und ßx formal in dem Vierervektor 
= (Yo, Y) = (B.B%) Y=B Y-ßk 
zusammen, so lautet (10) 
(p-mey)=0 mit p=zyp, (12) 


und mit der Regel (3) entsteht 


(13) 


für die Diraogleichung eines Teilchens im äußeren Felde 4°. 
7* 
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Die Vertauschungen der y-Matrizen ergeben 
Yo Ydı=Ptp=1rl 
[Yo vl = BP tpuß=u Fo; (14) 
[Ye vılz = BB + Bu Bar = — [ax l+. 
Da nach (131.6) [«;, &]: = 2ö;; gilt, lassen sich die Plusvertauschungen zu 


(1) 


Durch die Minusvertauschungen wird der antisymmetrische Spintensor 
0 io; 0 iX 
= Ei = (16) 
Okl So ia!—-Ixo 


y=-8&%(Ixo)e,=-[e,0,e]=0;- (17) 
Die Komponenten (16) und (17) dieses Tensors folgen aus (14) und (134.3). 
Mit (15) und (16) kann ein Produkt zweier y-Matrizen durch 


zusammenfassen. 


— 10; 


04,= z Yo Yal-= | 


definiert, mit den Raumkomponenten 


1 1 ; 
Yayır os NY Yılz Fr 2. NY: yıl-= I. 102 (18) 


dargestellt werden. Für zwei wie in (13) gebildete Größen 
A=y,At Bey, Coyldan (19) 
folgt hieraus 
AB= A,B’- io,,A*BP. (20) 


Die Gleichungen (19) und (20) stehen in gewisser Analogie -zu (134.13). Wie dort 
einem Vektor p die Matrix &p zugeordnet wird, läßt sich hier dem Vierervektor A, 
die Vierermatrix y,A” zuordnen. 

Um die unterschiedlichen Aussagen der Gleichungen von Dırac und Kueix- 
GoRrDoN zu studieren, wird (13) von links mit dem Operator q + mc multi- 
pliziert. Mit (20) und mit o,; = — o,, wird 


ei zul f-- (21) 


Für das Zusatzglied mit der Spinmatrix gilt, ähnlich wie bei der dreidimensio- 
nalen Rechnung, 


i i h h 
zul = gm|- 49-04, 78-4) 


h ‚ h 
= oA RA) = Zar =ehl- Fat ogFiat) 
-eh| (-i8) 4 0,( B)+.)= 5 iEE- c38], (22) 
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und für die DirAcgleichung erhält man den mit (142.9) übereinstimmenden Aus- 
druck. Zum Vergleich werden lediglich o,, und F** aus (16) und (211.23) eingesetzt. 
Dieses im Gegensatz zur KLEIN-GoRDoN-Gleichung im äußeren Feld auftretende 
Spinglied erhält man, wie zu erwarten war, in der relativistischen Viererschreib- 
weise genauso wie vorher in [142] bei der gewöhnlichen Schreibweise. 


213 Unitäre Transformationen 


Bereits in den Abschnitten [132], [134] und besonders in [137] stellte sich 
heraus, daß die spezielle Komponentenwahl der Wellenfunktion ) eines DIRAC- 
schen Elektrons in gewisser Weise willkürlich und von den rein physikalischen 
Aussagen unabhängig ist. Diese Frage soll jetzt in allgemeinster Weise dadurch 
untersucht werden, daß wir die Gesamtheit aller möglichen Transformationen 


vb >b untersuchen, bei denen die meßbaren Größen unverändert bleiben. Hierzu 
gehört als erste Forderung, daß sämtliche Übergangselemente invariant bleiben. 
Sie wird durch 


d>J)=S4 St=S! (ı) 


erfüllt. Zum Beweis betrachten wir 


(8, 3) = (89, Sy) = (9, SV) = (9). (2) 


Eine Matrix S dieser Eigenschaft wird unitär genannt. Sollen gleichzeitig alle 
Erwartungswerte und Eigenwerte invariant bleiben, so müssen die Matrizen der 
betreffenden physikalischen Größen gemäß 


(6, ÄJ)= (9, AY) (3) 


transformiert werden. 

Wenn beim Übergang zu einer neuen Darstellung ),A>L, A alle physi- 
kalischen Eigenschaften erhalten bleiben sollen, so darf diese Transformation 
auch die Hermitizität eines Operators A nicht stören. Das ist wegen 

Ä' = (SASh)t = SATSt = (Af)” (4) 
auch der Fall. Diese Gleichung hat zur Folge, daß in den Beziehungen 
(9, Ay) = (Ato, y) = ((At)’ 6, d) 
kein Widerspruch entsteht..Weiter müssen wir verlangen, daß für ein aus zwei 
Operatoren zusammengesetztes Produkt die gleiche Transformationsvorschrift (3) 


gilt, da physikalische Größen oftmals auch durch Produkte von Operatoren 
dargestellt werden. Tatsächlich gilt 


ÄB=SASISBS!= SABST=(AB)”. (6) 


(5) 
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Hieraus folgt, daß die durch (1) und (3) gegebene unitäre Transformation die 
Plusvertauschungen (212.15) invariant läßt: 


Ye Yalı = Su; Yalı ST = 29,981 = 29... (7) 


Als Anwendungsbeispiel betrachten wir die durch S=ß vermittelte unitäre 
Transformation. ß ist nämlich wegen ß! = ß und ß? = 1 eine sowohl hermitische 
als auch unitäre Matrix, da ß-!=ß ist. Diese Transformation überführt die 
y-Matrizen in 


| Y=PßyYß=Y Yr= Pyıß = uß= - Y- (8) 


Sie findet im nächsten Abschnitt praktische Verwendung. 


214 Adjungierte DirAcgleichung 


Geht man von der Diracgleichung 
(a-meo)y=0 ) 


zur konjugiert komplexen über und vertauscht gleichzeitig in dieser Gleichung, 
die ja eine Matrixgleichung in abgekürzter Schreibweise darstellt, alle Indizes 
(Übergang zur transponierten Matrix), so entsteht die Gleichung 


ypr (qt Pr mc) =0, (2) 


wenn man weiter verlangt, daß die in q! auftretenden Differentialoperatoren 
wie in (123.4) und (151.6) nach links auf \? angewandt werden. In (2) bedeutet 


q* also a 
at=yiet gdt=- inf eAR. (3) 


Dadurch treten in der Theorie neben den y, noch die vier Matrizen y} auf. 


Da ß und & nach (131.7) hermitisch sind, gilt 


PP BÄT=-RpBT-RB=- BR. (4) 
Für die durch (212.11) definierten y-Matrizen folgt somit 
Yi=Y U--7 (8) 


Die drei Raumkomponenten sind also ‚antihermitisch‘“. Der Vergleich mit (213.8) 
zeigt, daß die dort beschriebene Transformation offenbar genau den Übergang 
von den y; zu ihren hermitisch konjugierten y} liefert: 


yi=Byß Yı=Byiß- (6) 


Die zweite dieser Gleichungen entsteht aus der ersten durch Multiplikation von 
rechts und von links mit je einem Faktor ß und Berücksichtigung von ß? = 1. 


[214] 21 Invariante Beschreibung der Elektronen 93 


Die gleiche Transformation (6) für ein Produkt zweier Matrizen ist 
ati Brn: z) 
wie grundsätzlich bereits in (213.6) mit bewiesen wurde. 


Durch Verwendung der Transformation (6) kann das Auftreten der Yin 
Gleichungen wie (3) gänzlich vermieden werden. Die dann noch explizit auf- 
tretenden ß-Matrizen beseitigen wir, indem wir durch 


y=y!ß vi=Yyß (8) 


' die zu $ adjungierte Größe \ einführen und auch alle hermitisch konjugierten 
Operatoren A! durch die adjungierten Operatoren 


|A=garg At=BAp| (9) 


ersetzen. Die jeweils zweiten Gleichungen in (8) und (9) entstehen wieder durch 
Multiplikation der ersten mit ß. 


Dem Operator q lassen sich demnach die Operatoren 
end! a=nd) (10) 
zuordnen. Der zu q adjungierte Operator geht aus q also einfach dadurch hervor, 
daß man i durch —i ersetzt und 9% nach links anwendet, aber die Matrix y; 


unverändert läßt. Multipliziert man die hermitisch konjugierte Drracgleichung (2) 
von rechts mit ß, so entsteht mit (8) und (9) die adjungierte Gleichung 


[Ba-mo=0,| a) 


die bei relativistisch invarianter Schreibweise übersichtlicher zu handhaben ist 
als die hermitisch konjugierte Gleichung (2).. 


Allgemeine physikalische Größen werden durch Operatoren wie 
A=Alyy-.-,1 9%] (12) 
dargestellt. Der zu A hermitisch konjugierte Operator ist dann 
At=Al...yiyt, -1, 9], (13) 


wobei die y-Matrizen ihre Reihenfolge wechseln und durch die hermitisch 
konjugierten Matrizen ersetzt werden, wo weiter i durch — i ersetzt wird und 
der Differentialoperator nach links angewandt wird. Daneben ist der zu A 
adjungierte Operator 


A=Al...yr, -i, ®]=BArß, (14) 


in dem die y-Matrizen ebenfalls ihre Reihenfolge gewechselt haben, aber selbst 
unverändert geblieben sind. 
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Schließlich wird noch die komplexe Zahl 
M= Ay, (15) 
betrachtet, ein Ausdruck, der in den folgenden Kapiteln oftmals auftritt. Der 
hierzu konjugiert komplexe Ausdruck läßt sich dann durch 
N*= (FeAy)' = WArBl.= hBAtBY, = Ad, (16) 


gewinnen. Alle Größen wechseln dabei also ihre Reihenfolge und werden durch 
die entsprechenden adjungierten Größen ersetzt. 


215 Imvarianz gegenüber LorEntztransformationen 


Welche Transformationen db = Sı) lassen die Dıracgleichung invariant?! Aus 
der Umformung 


(a-mo)y=(g-me)SYI=SSgST-mod=Sä-md)d (I) 


ist zu erkennen, daß die DirAcogleichung gültig bleibt, wenn neben y auch der 
Operator q entsprechend 


y=Sy g=SqS" 1-8 (2) 


transformiert wird. Die letzte Beziehung folgt daraus, daß die Selbstadjungiert- 
heit Q = q des Wellenoperators innerhalb von Integralen, in denen 9° = — 9% 
gesetzt werden darf, auch für den transformierten Operator gefordert werden 
muß: a un 

g=ä SqS!=S1g5=SqS!. (3) 


S ist also im allgemeinen keine unitäre Matrix. 


Nun ist zu überlegen, welche Größen bei der Transformation (2) noch invariant 
bleiben. Wegen 


pu=BP8y= 88944 (4) 
ist by offenbar eine solche Invariante. Wir verwenden konstante Vierer- 
vektoren A*, B*,... und bilden die zugehörigen DirAcschen Matrizen 


A=yA, B=yBH, C=y0%,.... (5) 
Dann bleibt der Ausdruck 
JÄL= ISSASSY = JAy (6) 
und in entsprechender Verallgemeinerung auch 
VAB...ZU=VAB...Zy (7) 


invariant. 
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Wir betrachten speziell solche Transformationen S mit konstanten Matrix- 
elementen, bei denen sich die veränderten Größen g, A entsprechend 
=8y,S!g=yuät Am y,A (8) 
durch veränderte Vektorkomponenten allein ausdrücken lassen. Da wegen Ä+A 
auch Ar + A" sein muß, sind dies Koordinatentransformationen, bei denen sich 
die Komponenten aller Vierervektoren ändern. Die Größen (4), (6) und (7) ver- 
halten sich solchen Transformationen gegenüber invariant, sind also Skalare. 
Da (7) entsprechend 


P Ya ie Yu, Ars Se 2 == ya, IS Yu h Are vo „Zr (9) 


zerlegt werden kann, muß sich by,,-.. Y„) wie ein Vierertensor von der 
Stufe z transformieren. 

In den durch (2) und (8) gegebenen Transformationen sind auch Raumdrehungen 
und Lorkxtztransformationen, also Transformationen zwischen verschiedenen 
Inertialsystemen enthalten, wie anschließend in (16) bewiesen wird. Hieraus 
folgt, daß die Drracsche Wellengleichung invariant gegenüber LoREnTztrans- 
formationen ist. Obwohl die Matrizen y, äußerlich die Form eines Vierervektors 
besitzen, behalten sie nach (8) in allen Inertialsystemen die gleiche Form bei. 
Die Viererstromdichte dyudb dagegen transformiert sich nach (9) wie ein Vierer- 
vektor. 

Den Beweis, daß S auch Lorentztransformationen enthält, führen wir ledig- 
lich für infinitesimale Transformationen, aus denen sich endliche Transformationen 
aufbauen lassen. Da die Lorentztransformation eine Drehung im vierdimensio- 
nalen Raum darstellt, transformieren sich die Komponenten eines Vierervektors 
entsprechend 


Ä=y,Ar Ar= Ar + HA, e’=—e#. (10) 
Für die zugehörige Matrix S machen wir den Ansatz 
S=1+iE SHei-ik E=E (11) 


unter Vernachlässigung von Termen E? und höherer Ordnung. Die transformierte 
Matrix (10) wird mit (11) in der gleichen Näherung durch 


AÄA=-SAS=(1+iE)Al-iE)=A+ilE, Al (12) 
beschrieben. Der Vergleich mit (10) führt auf die Bedingungsgleichung 
[E, A] = -iy„e””4, E= - ie yuya- (13) 
Diese kann. mit dem danebenstehenden Ansatz für E erfüllt werden, denn es 
en [E, A] = -Mietkyayaya = Yayayı) 4# 
= Ye lygaa — Iurya) AR (14) 


= piellyA; — Ayyı) = ie Ar. 
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Außerdem ist E im Ansatz (13) auch selbstadjungiert, wie in (11) auf Grund 
von (2) gefordert werden mußte: 

B=+ Yie’yy — 1 ieyıy, — 1iety,yı = E. (15) 


Die aus (11) und (13) hervorgehende Transformationsmatrix (beachte &** = 0 
für «= 1!) 


S-1+ e’yyı= 1-"/ie*o,, (16) 
enthält neben den charakteristischen Koeffizienten e*” = — e*” den in (212.16) 
definierten Spintensor o,,. Sie umfaßt, je nach Wahl der e** die LoRENTztrans- 
formationen, aber auch alle Drehungen im gewöhnlichen dreidimensionalen 
Raum. Wie der Vergleich von (10) und (2) nach Einsetzen von S aus (16) zeigt, 
transformieren sich die vier Komponenten der Wellenfunktion \ keineswegs 
wie die Komponenten eines Vierervektors A“. Sie werden wegen ihrer besonderen, 
durch o,, vermittelten Transformationseigenschaften als Spinoren bezeichnet. 


Als Anwendungsbeispiel dieser Theorie wird eine gewöhnliche Raumdrehung 
der xy-Ebene um einen kleinen Winkele=&,= —&3;,<1 betrachtet. Diese 
Drehung überführt mit (10) die Koordinaten x und y wegen sine & e und cose #1 
= er — Eos Yymn+tey 


e e<l. (17) 
YFYTSETYTEN 


Die zugehörige Transformationsmatrix der Wellenfunktion ist dann mit (16) 
und og = - 01, =% 


gel» lesc + &z1 91) — 1 +5 6% (18) 


Die zweikomponentige Matrix der zugehörigen endlichen Drehung ist 


eiel2 0 
s-( ; res (19) 
Für die Komponenten von b bedeutet diese Transformation 
A eiel2 A 
B - erie2B 
! sh 
V) 6 >u = Sy ie? 0 i (20) 
D e-iel2D 


Bei einer Raumdrehung um einen Winkel e erhalten die Komponenten der Wellen- 
funktion also Phasenfaktoren mit den Winkeln e/2. 


Dieses allereinfachste Beispiel zeigt die merkwürdigen Transformationseigen- 
schaften eines solchen Spinors. Bei der trivialen Fe um &e = 2x geht U 


ind = —) über. Nur bilineare Ausdrücke wie U), Yyab. . ... bleiben invariant. 
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Daher stellen auch nur sie physikalisch sinnvolle Größen dar. Die Komponenten 


von ( allein können daher keine unmittelbare physikalische Bedeutung haben. 


216 Vierkomponentige Darstellung der Ladungserhaltung 


Der schon in (211.19) erwähnte Vektor der Viererstromdichte 


= (06 j) ) 
enthält in der Drracschen Theorie die Komponenten 
a=eytp=ebßy=ehYoY (2) 
für die Ladungsdichte und 
j=eytend=elBeay -echrY (3) 


für die elektrische Stromdichte. Zusammen entsteht also bei Verwendung der 


adjungierten Wellenfunktion 
= echyd (4) 


für die Viererstromdichte. In (215.9) wurde bewiesen, daß sich (4) bei LoRENTZ- 
transformationen wie ein Vierervektor transformiert. 


Nun wird die vierdimensionale Divergenz der Viererstromdichte gebildet: 
9, = ecaldy;Y)=iech(B-p)Yh=iech(eA+mc—eA—me)b/h=0. (5) 
Im zweiten Gleichheitszeichen wird 9% durch (212.5) ersetzt ünd die Definition 
von p und Pin (212.13) sowie (214.3 und 10) benutzt. Dabei wirkt p nach rechts 
auf ) und p nach links auf v. Mit der gewöhnlichen (214.1) und der adjun- 
gierten Diraogleichung (214.11) entsteht der letzte Ausdruck in (5), in dem 
nur Glieder enthalten sind, die sich wegen A — A gegenseitig kompensieren. 
Damit ist die Gültigkeit der Kontinuitätsgleichung bewiesen, ohne daß auf die 
Komponentendarstellung zurückgegriffen werden mußte. Wie dem Beweis (5) 
weiter zu entnehmen ist, gilt die Kontinuitätsgleichung auch für die „gemischte“ 
Stromdichte x 
%,=-0 mit „=echyb, (6) 
wenn ı) und ı’ verschiedene Funktionen sind, die aber beide derselben DrrAc- 
gleichung genügen. 


Als nächstes soll gezeigt werden, daß die Gültigkeit einer Divergenzrelation 


von der Art 
| n,=0 (7) 


stets die Existenz einer Erhaltungsgröße zur Folge hat, und zwar unabhängig 
von der speziellen Bedeutung (4) dieser Größe j,. Der Beweis hierfür soll wieder 
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vierdimensional und ohne Komponentenzerlegung geführt werden. Zunächst 
wird Gleichung (7) über ein endliches, vierdimensionales Volumen integriert 
und liefert 


jdx9%, = $do?j.. (8) 

Dabei bedeutet 
dz=cdtdt (9) 
das vierdimensionale Volumenelement des betrachteten Gebiets, und die Größen 
de'= 1 =(dr, edtdydz, cdtdzd., cdtdxdy) (10) 


sind die Komponenten eines Elements der dreidimensionalen Randfläche, die 
das in Abb. 216 dargestellte vierdimensionale Volumen von (8) begrenzt. 
Gleichung (8) enthält den vierdimensionalen Gaussschen Integralsatz, der das 
Volumenintegral in ein Oberflächenintegral überführt. Der Beweis hierfür er- 
folgt genau wie im dreidimensionalen Falle, siehe etwa ['T 453]. 


Die Viererstromdichte j, beschreibt Ereignisse, die sich in nicht zu großer 
räumlicher Entfernung vom Koordinatenursprung t = 0 abspielen sollen, aber 
die gesamte Vergangenheit und Zukunft umfassen. Zu dem geschlossenen Rand- 


Vergangenheit 
ı 


Abb. 216. Vierdimensionales Raumgebiet, begrenzt durch zwei raumartige Flächen, die 
Zukunftsfläche t,(r) und die Vergangenheitsfläche t,(t). Der Lichtkegel enthält alle von 
%u = 0 erreichbaren Weltpunkte 


integral tragen daher nur die beiden Begrenzungsflächen oben und unten in 
Abb. 216 etwas bei. Sie sind durch zwei Funktionen t,(t) und t,(t) gegeben. Legt 
man außerdem die Normalenrichtung der unteren Randfläche nach oben, so 
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wird aus (8) bei gleichzeitiger Verwendung von (7) 


tz(t) 4) 
0=[(ded%,= dor; = | do’j, — | do?j,. (1) 


Das Integral über die eine raumartige Fläche t,(t) ist gleich dem Integral über 
die andere raumartige Fläche t,(t). In anderen Worten: das betreffende Integral 
ist von der speziellen Form der Fläche unabhängig. Betrachtet man also einen 
der beiden Terme (11) allein: 


tt) 


eu] di, 02 


so kann als direkte Folge von (7) festgestellt werden, daß die in (12) gebildete 
Größe Q unabhängig von der zur Integration gewählten Fläche £(r) ist. Dies ist 
die allgemeinste koordinatenunabhängige Formulierung eines Erhaltungssatzes. 


Die in (4) definierte Größe j,; ist nach (215.9) ein Vierervektor. Daher ist die 
in (12) gefundene Erhaltungsgröße Q ein Skalar. Sie kann nur die elektrische 
Ladung darstellen, die die einzige skalare Erhaltungsgröße der Theorie ist. 
Auf der besonders einfachen dreidimensionalen Fläche, der Ebene £ = const, 
ist nur do® von Null verschieden. (12) geht über in 


9= [dr jn=efäryty (13) 


und damit in den üblichen Ausdruck für die zu j, gehörige Ladung. 


217 Magnetisierungsstrom 


Die in [152] durchgeführte Zerlegung der Ladungsdichte o und Ladungsstrom- 
dichte j in einen Anteil für die Massenverteilung und einen Restanteil, der durch 
elektrische und magnetische Dipoldichten beschrieben werden konnte, soll jetzt 
mit der Viererschreibweise in zusammengefaßter Form durchgeführt werden. 
Da $ und den Diracgleichungen 


Id me) =0 (q—-me)y)=0 (1) 
genügen, kann der Viererstrom durch 
> T -4 an 
inzechy.p= ep Hr y (2) 


dargestellt werden. Die hier auftretenden Operatoren formen wir mit (212.18) um: 
Yu4= Yu’ = (Guv = io,,) ’= Ay Hr ha,,0” + ieo,,A” 


_ = z, . a or (3) 
au = yu= Ti, = Q+%o,,9 —ieo,,4”. 
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Damit ist die Zerlegung bereits vollzogen, denn beim Einsetzen von (3) in (2) 
zerfällt der Viererstrom j, in zwei Teile: 


ML " 
Ta I)=9’M 


(4) 


Der erste ist zur Energieströmung, also zur Massenströmung proportional, der 
zweite kann als Viererdivergenz der verallgemeinerten Dipoldichte M,, dargestellt 
werden Die Komponentenzerlegung der Gleichungen (4) führt wieder auf die 
Ergebnisse von [152]. 


218 Erhaltung von Energie und Impuls 


Die Erwartungswerte der kinetischen Energie # - eU und des mechanischen 
Impulses q = p — eW lassen sich in dem Vierervektor 


P; = [dr dtp = [do’ dyogzy (1) 


zusammenfassen. Ersetzen wir die Ebene t= konst wie in (216.12 und 13) durch 
eine gekrümmte raumartige Fläche, so entsteht hieraus 


l * ; AN 
P, =, |do OÖ, mit O,,= cl Y 


(2) 
n=m-eA4; D= ind, p,=ih9,. 


Der Vierertensor ©,, wird als kanonischer Tensor bezeichnet. (Er darf wegen 
O,,;=+ ©,, nicht mit dem symmetrischen Energie-Impuls-Tensor T,, = T,, ver- 
wechselt werden.) 

Die Frage, unter welchen Voraussetzungen die Komponenten von (1) Er- 
haltungsgrößen sind, beantworten wir ganz analog zu [216] durch Untersuchung 
der Divergenz von ©,,. Ersetzen wir bei dieser Divergenzbildung die Ableitungen 
von d und y nach 9“ durch PB und p und verwenden die Drracgleichung, so ent- 
steht zunächst 

In ie ,_ 
"9, eh, +z YRR-Mp)Y 
(8) 
Tr [0 — 
= —ech(,A,)yYb + z bllmce+eA)yg— (me -+eA))y. 


Die Glieder mit mc kompensieren sich, so daß die letzten Terme von (3) durch 


iec — 


= Ya, Alyrp= ech (dA) yY (4) 


[221] 22 Mesonen und Photonen 101 


dargestellt werden können. Endgültig entsteht 


(5) 


9*O,,= (9A, — 9,A,)echy”Y =F,. 


für die Divergenz des kanonischen Tensors. Dies ist, wie der Vergleich mit (211.28) 
zeigt, gerade die Lorrntzsche Kraftdichte bzw. elektromagnetische Verlust- 
leistungsdichte. Nach [216] sind die Größen P, Erhaltungsgrößen, wenn die 
Divergenz des kanonischen Tensors verschwindet. Dies ist unter der Voraus- 


t7 
a Zu 9,0 P, = konst, (6) 


also bei verschwindender Lorextzkraft, der Fall. 


22  Mesonen und Photonen 


Zusammenfassung: Die „klassische“, durch die KLEIN-Gorpon-Gleichung gegebene 
Wellentheorie wird durch Umdeutung der Wellenfunktion und Einführung einer geeigneten 
Normierung der Lösungen so modifiziert, daß sie ein einzelnes freies Teilchen, ein skalares 
Meson, beschreibt. Energie E und Impuls p hängen mit Frequenz ® und Wellenzahl f über 
E = kw und p = hf zusammen. Reelle Lösungen der Wellengleichung beschreiben ungeladene 
Teilchen, komplexe Lösungen besitzen eine Ladung Q, die beide Vorzeichen tragen kann 
und eine Erhaltungsgröße ist. Die Lösungen der Gleichung DA, = 0 beschreiben bei ge- 
eigneter Normierung ein einzelnes Photon im Normierungsvolumen Ö mit der Wellen- 
zahl f und einer ganz bestimmten Polarisationsrichtung e; von insgesamt vier möglichen. Es 
werden skalare, longitudinale und transversale Wellen unterschieden, von denen nur die 
letzteren mit der Nebenbedingung 9% 4, = 0 verträglich sind und daher unabhängig von- 
einander existieren können. Den skalaren und longitudinalen Wellen schreibt die Neben- 
bedingung vor, daß sie nur in gleicher Anzahl bzw. mit gleicher Amplitude erzeugt oder ver 
nichtet werden können. Für die Energie £ und den Impuls p von longitudinalen und 
transversalen Wellen gelten wieder die obigen Beziehungen. Die Energie einer skalaren Welle 
hingegen ist E= — kw und ihr Impuls ist p = — hf. Der Spin eines Photons beschreibt 
dessen Eigenrotation um die Ausbreitungsrichtung. Er verschwindet bei skalaren, longitudi- 
nalen und linear polarisierten transversalen Wellen. Rechts- bzw. linkszirkular polarisierte 
transversale Wellen haben den Spin s= +. 


221 Skalare Mesonen 


Wie bereits in [131] angekündigt, werden jetzt Teilchen untersucht, die der 
KLein-GorDon-Gleichung 


(+) p=0 ==; a) 


genügen. Sie werden als skalare Mesonen bezeichnet. = (rt, £) ist die Wellen- 
funktion dieser Teilchen. Gleichung (1) beschreibt ihre Ausbreitung. Da Glei- 
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chung (1) kein inhomogenes Glied enthält, sagt sie über die Erzeugung und Ver- 
nichtung dieser Teilchen nichts aus. m ist die Ruhmasse des durch (1) beschriebenen 
Teilchens und u seine reziproke Comrronxlänge. Akustische Wellen erfüllen (1) 
mit u = 0 und c als Schallgeschwindigkeit. Die ‚‚Schallquanten‘‘ dieses Feldes 
sind daher wie die Photonen Elementarteilchen mit verschwindender Ruh- 
masse m =. 


Das einzelne freie Meson wird als reelle Lösung von (1) dargestellt, im ein- 
fachsten Falle durch 


= O[e-itz + eik?] =o"+ o*. (2) 


In diesem Ansatz besteht p aus zwei zueinander konjugiert komplexen Anteilen 
y* und 9”, die zusammen die reelle Lösung liefern. Die mit der Normierung 
zusammenhängende (reelle) Konstante © wird weiter unten bestimmt. Im Ex- 
ponenten der e-Funktion stehen die Abkürzungen 


kı= kt k,= (oje, f), (3) 


in denen f der Ausbreitungsvektor einer ebenen Welle und » deren Frequenz ist. 
Die Bedingung, daß (2) der Wellengleichüng (1) genügt, verlangt den Zusammen- 


hang 2 _ 2 _ En [2 
k— u =0 o=+clw+t (4) 


zwischen Wellenzahl f und Frequenz &. Es werden hier nur Frequenzen » > 0 
betrachtet, denn die Lösung (2) bleibt ohnehin invariant: beim Übergang von 
nach —w und gleichzeitigem Übergang von f nach —f. Da Lösungen zu allen 
Wellenzahlen f betrachtet werden, liefern die Lösungen ® < 0 in der Gesamtheit 
der durch (2) bis (4) beschriebenen Lösungen nichts Neues. Die Forderung » > 0 
bedeutet im Ansatz (2) daher keine Einschränkung. Mit (3) und (4) besitzt 
pmerike „erie! wegen > 0 gerade die übliche Zeitabhängigkeit eines 
quantenmechanischen Teilchens mit positiver Energie. 

Aus der Theorie der Wellen ist bekannt, daß mit der Ausbreitung einer Welle 
durch die Wellengleichung (1) stets ein Transport mechanischer Erhaltungsgrößen 
wie Energie, Impuls, Drehimpuls und Anfangsschwerpunkt verbunden ist Hier 
interessieren besonders Energie E und Impuls p 


B=[drn{p} p=jdrfg) (8) 


einer solchen Welle, mit n als der durch die Wellenfunktion @ hervorgerufenen 
Energiedichte und x als der entsprechenden Impulsdichte. Wie in der Theorie 
der Wellen (siehe [W 931]) näher ausgeführt wird, läßt sich zeigen, daß die Energie- 
dichte bis auf einen willkürlichen Faktor eindeutig nur durch 


1-3 e ($ Y+ | ey 4 ee] (6) 


[221] 22 Mesönen und Photonen 103 


beschrieben werden kann und die Impulsdichte nur durch 
=> - u (7) 


Von der Gültigkeit des Energie- und Impulssatzes überzeugt man sich leicht, 
indem man (6) bzw. (7) in (5) einsetzt, die Zeitableitung von E bzw. p bildet 
und die Wellengleichung (1) verwendet. Dann entstehen Oberflächenintegrale, 
die bei räumlich konzentrierten Wellenpaketen verschwinden, falls das be- 
trachtete Volumen hinreichend groß gewählt wurde. Es gilt daher 


E=0 5=d, (8) 


Energie und Impuls sind’in diesem Falle Erhaltungsgrößen. 


Als nächstes wird die Energie E der ebenen Welle (2) in einem großen Nor- 
mierungsvolumen Ü berechnet. Nach Einsetzen von (2) in (5) und (6) entsteht 
zunächst 


der er 
2-5 |(-2) Ho - er ++ er). (9) 
Beim Ausmultiplizieren ist zu berücksichtigen, daß (@*)? und (p”)? entsprechend (2) 
periodisch schwanken und im Mittel Null ergeben. Lediglich die gemischten 
Glieder oszillieren nicht. Bei der weiteren Auswertung von (9) werden also die 
Mittelwerte 

= (p?=0 Pp=l? (10) 
verwendet. Mit ihnen sowie unter Berücksichtigung von (4) entsteht 


20ow 
c? 


B-0(S ++) Yu = Co (11) 
c? 


für die Energie der ebenen Welle (2). 


In ganz entsprechender Weise wird der Impuls dieser Welle (2) aus (5) und (7) 
berechnet. Er ist 
io. 20 
p = [de itp 9° © 2 (12) 


ec? 


und hängt genau wie EZ quadratisch von der Normierungskonstanten C' ab, die 
in (2) einfachheitshalber als reelle Zahl gewählt wurde. 


Wie bei der ScHröpingergleichung gelangen wir von der klassischen Wellen- 
theorie zur entsprechenden Quantentheorie des Einteilchenproblems durch eine 
Normierungsbedingung, die im vorliegenden Fall 


hc? 
o=-VzE- aa 


8 Macke, Qnanten und Relativität. 2. Aufl, 
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lauten muß, damit die Beziehungen (121.1) von PLAnck und DE BROGLIE gelten: 


[2-30 p=at. | (14) 


Tatsächlich entstehen beide beim Einsetzen von (13) in (11) und (12). 


Erweitert man die Theorie auf komplexe Lösungen, so müssen Energie- 
und Impulsdichte durch 


1.f .. dp |? Er op 8 
n-z[la104 | pl) Ä-Be(- 5; P) | (15) 


ersetzt werden, und es existiert noch eine zusätzliche Erhaltungsgröße 


Q —[ArRe (- Fr oe) == u jarö*p 9%), (16) 


da Q mit der Wellengleichung umgeformt und dann durch ein Oberflächenintegral 
dargestellt werden kann: 


: p* 
I> Prrakl lu - 5 ar dr 97 Ri ? *)=0. an 


Diese Erhaltungsgröße Q@ hängt eng mit der Invarianz gegen Transformationen 
der Phase 9—> 9’ = el*p zusammen und beschreibt die Ladung der komplexen 
Welle. Diese Deutung legt der Vergleich von p und Q in (15) und (16) mit den 
entsprechenden Formeln 


E> - [aut i vr Q=ejdryty (18) 


der nichtrelativistischen Näherung dieser Theorie durch die SCHRÖDINGER- 
gleichung nahe, in der Q genau wie hier formal dadurch aus p hervorgeht, daß 
man h9/idr durch e (bzw. 9/dr durch ie/h) ersetzt. 


In (16) wird @ = 0 bei reellen Lösungen p. Diese beschreiben also ungeladene 
Mesonen. Außerdem fällt in (16) auf, daß Q im Gegensatz zu (18) beide Vorzeichen 
tragen kann, also ladungssymmetrisch ist. Die komplexe Theorie beschreibt 
daher Mesonen beider Ladungsvorzeichen. 


222 Photonen 


Zur Beschreibung von Photonen wird zunächst die ungestörte Ausbreitung 
elektromagnetischer Wellen, also ohne Erzeugung und Vernichtung, betrachtet. 
Diese Wellen können durch das Viererpotential mit den Komponenten 


4,= (Ve, A) 4’= (Uje, —%) (1) 
beschrieben werden und genügen der Wellengleichung 
DA,=0 (2) 


[222] 22 Mesonen und Photonen 105 


sowie der LORENTZkonvention 
9rA r = 0 . (3) 


Für die Entwicklung der Theorie ist es übersichtlicher, zunächst die Gesamtheit 
aller Lösungen der Wellengleichung (2) zu betrachten und erst hinterher unter 
ihnen diejenigen herauszusuchen, die der Nebenbedingung (3) genügen und daher 
in der Natur wirklich vorkommen. 


Wie in [221] werden ebene Wellen mit gegebener Wellenzahl f als Lösungen 
der Wellengleichung (2) betrachtet. Sie müssen nach (221.16) reell sein, da die 
Photonen keine elektrische Ladung transportieren: 


2 
& (ezeikt + efeita)= A, + A]. (4) 


Zwischen Wellenzahl £ und Frequenz ® muß der Zusammenhang 
o=clf| (5) 
bestehen. Die Amplitude dieser Welle ist, ähnlich wie in (221.13), wieder so ge- 


wählt worden. daß die Beziehungen von PLAncK und DE BROGLIE erfüllt werden, 
wie in [223] noch gezeigt wird. Daher also beschreibt (4) ein einzelnes Photon. 


Der in (4) auftretende Einheitsvektor e, charakterisiert die spezielle Polari- 
sationsrichtung der Lösung (4) von (2). Der Vierkomponentigkeit der Wellen- 
funktion A, entsprechend lassen sich vier zueinander orthogonale Polarisations- 
richtungen angeben, die mit n = 0,1,2 und 3 bezeichnet werden. Am über- 
sichilichsten ist die folgende Wahl der Polarisationsrichtungen: Man wählt für 
die Einheitsvektoren e, Vierervektoren, die direkt von der zugehörigen Wellen- 
zahl t abhängen. Zu jeder Wellenzahl f gehören dann vier Lösungen vom Typ (4) 
mit verschiedenen Polarisationen e, „, die durch 


ia 0) 0 skalar 

en = (0, 4) für n = | transversal (6) 
(0, e,(f) 2 
(0, £/|E|) 3 longitudinal 


charakterisiert werden. Die Lösung n = 0 enthält nur das skalare Potential U. 
Sie wird als skalare Welle bezeichnet. Der Polarisationsvektor für n = 3 zeigt 
in die Ausbreitungsrichtung. In diesem Falle beschreibt (4) eine Welle mit U = 
und Win Richtung f, die longitudinale Welle. Die beiden zu f gehörigen Polari- 
sationsrichtungen n = 1 und n = 2 enthalten nach (6) ebenfalls keinen skalaren 
Anteil. Ihr Vektorpotential X steht in beiden Fällen senkrecht auf der Polari- 
sationsrichtung f. Die zugehörigen Lösungen (4) sind transversale Wellen. In 
Abb. 222 soll e, senkrecht auf f stehen und sonst beliebig gewählt werden. e, 
folgt aus den Bedingungen e, 1 e, und e&, L 
g* 
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Die Polarisationsvektoren e,; von (6) sind normiert, allerdings mit beiden Vor- 


zeichen 
n,(%) 
2,3 

-dn=%n=Htl für a1 . (7) 
= Sie sind alle orthogonal zueinander und bilden ein 
| vollständiges System. Die Orthogonalitätsrelation lautet 

8) mit (7) 
Abb. 222. Polarisations- Den! a = — En Önn: (8) 


vektoren einer ebenen 


Welle mit der Wellen- i 5 j s 
zahl £ In einem Koordinatensystem, in dem e,, e, und e, mit 


den Vektoren e,(f), ez(f) und f/|£| übereinstimmen, ist 
en” Ö,,n In En &u.n&,n = Inben nn = — Ina: (9) 


Also wird die Vollständigkeitsrelation 


Zn önunen= —ri | (10) 


vom speziell gewählten Koordinatensystem unabhängig und gilt auch in 
anderen Systemen. 


Nach den bisherigen Ausführungen enthält die Wellengleichung (2) ebene 
Wellen (4) als Lösungen, bei denen zu jeder Wellenzahl f vier Polarisations- 
richtungen gehören und die jeweils eine skalare, eine longitudinale und zwei 
tranversale Wellen beschreiben. In der Natur kommen von diesen Wellen nur 
solche vor, die der Nebenbedingung (3) genügen. Für die Lösungen (4) mit e, Ef 
bedeutet dies die Forderung 


ok’=-0 mit M= (w/e, 0,0, —wfe). (1) 
Die Nebenbedingung stellt also eine Einschränkung für die zulässigen Polari- 
sationsrichtungen dar. Je nach der Polarisationsrichtung (6) entsteht nämlich 
0 
3 (12) 
12. 


Die transversalen Wellen n = 1,2 erfüllen also die Nebenbedingung (3) und 
können in der Natur als Photonen einzeln existieren. Die skalaren und die 
longitudinalen Wellen dagegen enthalten in (12) einen Widerspruch zu (11) 
und können daher zum mindesten nicht einzeln existieren. Das hat für die Quanten- 
theorie des elektromagnetischen Feldes zur Folge, daß skalare und longitudinale 
Photonen stets nur gleichzeitig erzeugt und vernichtet werden können, denn 


ek = u für n= 
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bei gleichzeitigem Vorhandensein zweier Photonen mit n=0 und n =3 gilt 


an 


und die Nebenbedingung (3) wird erfüllt. 


Neben den Polarisationsvektoren (6) empfiehlt sich für die beiden transversalen 
Wellen gelegentlich eine andere Darstellung, nämlich durch die Polarisations- 
vektoren : 

arg A +ie,,). (14) 


Beim Einsetzen in a entsteht für die entsprechenden ebenen Wellen 
Age - 3 


2 " 
= az. & (1% ie, ,)e'#® + (e, | Fie,,) e!#”) (15) 


re” ikz Le, ‚ eik®) 


he? y, R 
- Ve ru (e,,, coskx + e, ,sinka). 


Die Betrachtung dieser Lösungen bei r = 0, also kx = wt, läßt sofort erkennen, 
daß es sich hier in (15) um rechts- und linkszirkular polarisierte Wellen handelt. 
Auch die Polarisationsvektoren e,, und e,_ bilden mit e,, und e, , zusammen 
ein vollständiges orthonormiertes System. Allerdings müssen die Relationen (8) 
und (10) durch 


A 
MR vd, Ba = — En Önm 


(16) 
Iin En e e,,ne in = IinEnek nen —Inr 
ersetzt werden, da e,, und e,_ komplexe Vektoren sind. 
223 Energie, Impuls und Spin 
Nach den bisherigen Ausführungen wird das einzelne Photon durch 
huoc? = 
Ale) = VER (oter + eroln) =4 4 At W) 


beschrieben, mit e, als der Polarisationsrichtung, die skalar, longitudinal oder 
transversal sein kann, im letzten Falle entsprechend (222.6) fürn =lundn =2 
linear oder gemäß (222.14) auch rechts- oder linkszirkular polarisiert. 


Die Energie der Welle (1) ist der klassischen Wellentheorie zufolge 


ET o 
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ähnlich wie in (221.6). Sie ist eine Summe über die 4. Allerdings muß entsprechend 
(211.9) darauf geachtet werden, daß in der Quadratsumme nur das Glied mit A = 0 
positiv wird, die Glieder mit A = 1,2,3 dagegen negativ. Jede andere Sum- 
mätionsvorschrift würde die relativistische Invarianz der Theorie verletzen. 


Beim Einsetzen der Welle (1) in den Energieausdruck (2) entsteht 


2 
B=--(3-[(-12) + ara; - Air 
0 
(3) 
__0O[e 2| 7F4- 2Dw® Aue? a 
= „at r|aa Hoc* 300°: 


bei sinngemäßer Berücksichtigung von (221.10) und (222.5). Die Energie des 
Photons ist daher 


(4) 


Sie ist im allgemeinen also nicht positiv definit. Beschränkt man sich allerdings 
auf Lösungen, die der Nebenbedingung (222.3, 11 oder 13) genügen, so ist bei 
dem in (2) gewählten Vorzeichen stets 


E20, (5) 


denn die Nebenbedingung erlaubt nur transversale Wellen positiver Energie 
oder aber longitudinale und skalare Wellen gleichzeitig, deren Energien sich dann 
stets zu Null kompensieren. In (4) ist die PLancksche Beziehung enthalten 
und damit gleichzeitig gezeigt, daß die Welle (1) richtig normiert wurde, um ein 
(im allgemeinen transversales) Photon zu repräsentieren. 


Auch der Impuls 
p=[Ä (6) 


Ko A 


des Photons (1) ist so beschaffen, daß gerade für die transversalen Pho- 
tonen p =hf mit dem richtigen Vorzeichen gilt. Nach Einsetzen von (1) 
entsteht 

Owf „kw x. 

Pe 6 eye’. (7) 


p= A)=— 


Der Impuls des Photons ist also je nach Polarisationsrichtung 


1,2,3 
—-äht=e,ht=4+ht für ne B (8) 


0 


Die skalaren Wellen besitzen also nicht nur negative Energie, sondern auch einen 
Impuls, der der Ausbreitungsrichtung der Welle entgegengerichtet ist. 
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Als Spin eines Photons wird der von der Elektrodynamik her bekannte 
Eigendrehimpuls elektromagnetischer Wellen 


S= j ar AxXU (9) 
bezeichnet, siehe (W 943.6). Auch (9) ist eine Erhaltungsgröße, wenn X der Wellen- 
gleichung (222.2) genügt. Der Definition (9) zufolge besitzen skalare Wellen 
den Spin & = 0. Bei longitudinalen Wellen liegen X und % beide in Richtung 
von f, sind also parallel, woraus ebenfalls &© = 0 folgt. Auch bei linear pola- 
risierten Wellen mit n =1,2 ist Wj|X, so daß © auch hier verschwindet. 
Zusammenfassend ist also 


S=0 für n=0,1,2,3. (10) 


Bei zirkular polarisierten Wellen dagegen besitzt Seinen von Null verschiedenen 
Wert. Die nebenstehende Abb. 223 zeigt die Richtung des Vektors A bei einer 
rechtszirkular polarisierten Welle. Infolgedessen muß © hier die Richtung von f 
besitzen. Die Auswertung von (9) beizirkularen Wellen 
liefert 

dt E h 
S-| 4 (-io) WAHR) x UM- 0) 
_. 2i@ er er 
= Ja x Wi) (1) 
2i0w Aue 1 
wi 20w 2 


“und es entsteht endgültig 
Abb. 223. Rechtszirkular 
polarisierte ebene Welle. A S= +hexXe=H+hlllt| (12) 


ändertsichindtum dA |. 
Daher ist der Spin positiv für den Spin einer rechts- bzw. linkszirkular polari- 


sierten Welle. 


(eı + ie) x (eı Fie,), 


Der Spin © repräsentiert den Eigendrehimpuls eines Photons. Es ist bemer- 
kenswert, daß er hier den Eigenwert 1 besitzt, daß aber trotzdem nur die beiden 
Einstellungen von Sin Richtung von +f und —f auftreten und nicht, wie man 
nach allgemeinen quantentheoretischen Überlegungen vermuten sollte, noch 
eine dritte Einstellrichtung. (Eine genauere Analyse zeigt, daß das Fehlen der 
dritten Spinorientierung eng mit der verschwindenden Ruhmasse des Photons 
zusammenhängt, also damit, daß sich das Photon nur mit seiner Maximalge- 
schwindigkeit c bewegen kann.) 
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23 Elektronen im elektromagnetischen Feld 


Zusammenfassung: Nach [121] können die wichtigsten meßbaren Größen gewissen 
Übergangselementen entnommen werden, die in der DirAacschen Theorie durch eine Aus- 
breitungsfunktion K (7,2) bestimmt werden. Sie genügt der inhomogenen Drracgleichung mit 
Feld, die in eine Integralgleichung überführt und durch eine Potenzreihe in A dargestellt 
werden kann. Sie entspricht der aus [Q622] her bekannten Bornschen Näherung in der nicht- 
relativistischen Quantentheorie. Sind die Anfangs- und Endzustände f und g Eigenzustände /, 
und $, der ungestörten DrrAcgleichung, so wird das Übergangselement mit <p’| S|p> bezeich- 
net und als Element einer Matrix S aufgefaßt. Die Terme n-ter Ordnung <p’| S„|p> dieses 
Matrixelements entstehen aus denen erster Ordnung <p'| Sı|p> = «p'|p), indem man die 
letzteren additiv und multiplikativ wie klassische Wahrscheinlichkeiten zusammensetzt. Die 
Potentialstreuung wird in erster Ordnung von A vollständig berechnet. Der partielle Wirkungs- 
querschnitt läßt sich in relativistisch invarianter Form darstellen. Speziell im CouLoMB- 
potential — e?/4rre,r und bei nicht zu hohen Geschwindigkeiten entsteht die RUTHERFORDsche 
Streuformel. 


231 Zeitablauf des Elektrons 


Nachdem zunächst in [21] und [22] die Bewegung einzelner, voneinander 
unabhängiger Teilchen und ihre Darstellung in der Quantentheorie behandelt 
wurde, besteht nun die Aufgabe darin, Störungen und Übergänge zu untersuchen, 
die unter bestimmten physikalischen Gegebenheiten stattfinden. Im vorliegenden 
Kapitel wird speziell die Störung untersucht, die ein äußeres Feld auf ein Elektron 
ausübt. Nach [121] können die wichtigsten physikalischen Aussagen aus Über- 
gangselementen vom Typ (g, fr) entnommen werden. Die schwierigste Aufgabe 
bei deren Berechnung besteht darin, den Zustand f7 zu bestimmen, in den der 
Anfangszustand f dadurch übergeht, daß im dazwischenliegenden Intervall 7 
die Diracgleichung erfüllt werden muß. 


Da die Diracgleichung, nach der fy aus f hervorgeht, linear und homogen ist, 
können wir für den Zusammenhang beider Größen den ebenfalls linearen Ansatz 


fr(t)=[dn6lt, 1; TE) mit T=th-% (1) 


machen. Ist H invariant gegen Translationen der Zeit, so hängt G nur von der 
Differenz t, — t,ab, wie in (1) bereits vorausgesetzt wurde. Der hierbei auftretende 
Integralkern G muß hinsichtlich der Koordinaten rt, und £, die Diracogleichung 
erfüllen und im übrigen so beschaffen sein, daß fz für 7’ = 0 in f übergeht. Diese 
Bedingungen erfüllt der Ansatz 


G= 2. Wr(2) PEl2) = Ind, (13) Dile,) ern 2) 


Die zeitabhängigen stationären Lösungen Y', der DirAcgleichung 


(q- me) Y,=0 Yi(gt— me) =0 (3) 
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und ihre zeitunabhängigen Anteile ®, sind hier vorübergehend durch große 
Buchstaben dargestellt. Sie gehen im kräftefreien Fall A = 0 in die ungestörten 
stationären Lösungen $, und p, über. In den Argumenten von (2) steht 1 für 
t,,i, und 2 für x,, ty. Der Ansatz (2) befriedigt wegen (3) natürlich die DIRAc- 
gleichung. Er geht wegen der Normierung und Vollständigkeit der Lösungen 
für7T=0in 

Gt, 135 0) - Du Du lt) Daltz) = lt %) (4 


über und befriedigt somit auch die Anfangsbedingung fz(t) = f(t) für F=V. 


Das gesuchte Übergangselement ist 


(8, fr) = [[Arı dr, gtltı) Gt, 12; 7) Fre) (5) 


und beschreibt nach (121.18) den Übergang zwischen den willkürlich gewählten 
Zuständen f und g im Zeitintervall T. Die für die Berechnung maßgebliche 
Ausbreitungsfunktion G ist durch (2) definiert. Im übrigen kann (5) auch als 


(g,{7)=(g-r,f) wegen [dr g!(t) Gt; 125 7) gilt) (6) 


interpretiert werden, da (2) wegen der zweiten Gleichung (3) von rechts her 
der hermitisch konjugierten Drracgleichung genügt. In diesem Sinne beschreibt (5) 
gleichzeitig den Übergang vom Anfangszustand f in einen Zustand g_r zur An- 
fangszeit, der so beschaffen ist, daß er bei Befolgung der Diracgleichung inner- 
halb der Zeitspanne T in den Zustand g. übergeht. 

Für die weitere Behandlung ist es zweckmäßig, die in (2) definierte Ausbreitungs- 


funktion durch 
K(1,2)=6(1,2) 3. P,(1) Fu(2) = (1,2) G(1,2)B (7) 


zu ersetzen. 9 ist die von [T 126] her bekannte Einschaltfunktion. Sie wird durch 


6(1,2)= lt, - t,) : ü (8) 


definiert und hat in (7) zur Folge, daß die neue Ausbreitungsfunktion K den 
inhomogenen Gleichungen 


(4 — me) K(1,2) = ihö(1,2) = K(1,2) (a— me) (9) 
genügt. Unter 
6(1,2) = Ölct, — ch) öl -%) = ölt, — to) öltı — T)/e (10) 


ist die vierdimensionale Drracsche ö-Funktion-zu verstehen. Die inhomogenen 
Gleichungen (9) erhalten wir durch Anwendung des DrrAcoperators von links 
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oder rechts auf (7): 


h 00-1 r vr 
(91 = me) K(1,2) = |- 100 + 1) (1 mo) | Eur. F,2) 


= (ih/c)B ölt, — %) Zn ®,(2) ©, (2)B = ind(1,2). 


Die Verwendung der durch (7) und (9) gegebenen Ausbreitungsfunktion K hat 
gegenüber G den Nachteil, daß in Gleichungen wie (1), (2) und (6) stets T > 0 
gewählt werden muß, da K sonst verschwindet. Das ist bei allen Fragestellungen 
aber leicht zu erreichen, indem man notfalls f und g austauscht. Die Verwendung 
der inhomogenen Lösung K(I,2) hat den Vorteil, daß die inhomogene DirAc- 
gleichung (9) auch die der Inhomogenität iAö(1, 2) entsprechende Normierung von 
K mit enthält. (K kann in (9) nicht durch «K ersetzt werden.) 


Bei Einführung der Ausbreitungsfunktion K gehen die Gleichungen (1) und (6) 


in 


(ıl) 


au z(mDBK(1,2) = &(2) f(1)=[dyK(1,2)8f(2) (12) 
über, und das Übergangselement (5) erhält die Form 
(8, fr) = [Ar dyg(MBK(1,2)Bf(2) h-b,=T>0. (13) 


Im Rahmen der Viererschreibweise besitzt K gegenüber G die gleichen Vorteile 
wie d, gegenüber vb}. 

Auch für die Gleichungen (12) und (13) kann eine relativistisch invariante 
Darstellung angegeben werden: 


46) t.(t2) 
j de EM) yK(l,2)=&(2) £(1)= | dot, K(1,2)y,8(2) 


(8, f7) = fact, do, EN K(L,2y,f2) mit 4) >%lr). 


(14) 


Die Integrationen laufen analog zu (216.12) über beliebig geformte raumartige 
Flächen t, (t,) bzw. t, (t,), auf denen g(I) bzw. f(2) vorgegeben werden muß. Die for- 
male relativistische Invarianz folgt bereits aus der Schreibweise. Wählen wir für die 
raumartigen Flächen speziell die Ebenen t, = konst und t, = konst, so besitzen die 
Flächenelemente nur eine Komponente do® = dr, und wegen y, = ß gehen die 
Gleichungen (14) in (12) und (13) über. Damit (12) und (13) durch die verallge- 
meinerten Gleichungen (14) ersetzt werden dürfen, braucht also nur noch gezeigt 
zu werden, daß die Gleichungen (14) invariant gegenüber Deformationen der 
gewählten raumartigen Flächen sind. 


Zum Beweis dieser Deformationsinvarianz betrachten wir die zweite Glei- 
chung(14). Die raumartige Fläche t,(t,) denken wir uns ersetzt durch eine 
Fläche t, (tz), die überall mit der ersten übereinstimmt außer in der Umgebung eines 
ganz bestimmten Weltpunktes 2, wo sie gegenüber der ersten um das kleine Vierer- 
volumen dx, in die Zukunft verschoben ist. Gleichzeitig ersetzen wir natürlich 
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den auf der Fläche t,(t,) vorgegebenen Anfangszustand f(2) durch einen auf 
1, (1,) gegebenen Anfangszustand, der aus f(2) durch Befolgen der DrrAogleichung 
im Zwischenstück dx, hervorgehen würde. Nun betrachten wir die Änderung 
der Endfunktion f(I) bei der Flächenvariation: 
dızg 
sl a 2)1f(l2) er 
- da, RUE) = dr K(,2) - B)) - 
Die Differenz der beiden Flächenintegrale liefert zunächst ein geschlossenes 
Flächenintegral um dx,, das wie in (216.8) mit dem Gaussschen Satz in ein 
Volumenintegral über das hier nur infinitesimale Volumen dx, überführt wird. 
Die Divergenzbildung erlaubt die Einführung des Impulsoperators, dessen An- 
wendung nach links auf K und nach rechts auf f infolge der gemachten Voraus- 
setzungen beide Male eA -+ mc liefert, also Terme, die sich kompensieren. Dieses 
Verfahren ist in gewisser Weise analog zu dem von (216.5). Bei der Anwendung 
von P, auf K braucht die ö-Funktion (9) nicht berücksichtigt zu werden, da 
der Punkt / voraussetzungsgemäß nicht auf der Fläche 2 liegt. 


Für verschiedene Zwecke (Positronentheorie, siehe [253]) ist es von Vorteil, 
die Gleichungen (14) noch ein wenig zu erweitern. Wir denken uns die Zukunfts- 
und Vergangenheitsflächen t, = t,(t,) und t, = t,(t9) wie in Abb. 216 in großer 
Entfernung miteinander verbunden und so zu einer großen geschlossenen Fläche 
zusammengefaßt. Legen wir stets die Flächennormale nach außen, so erweitern 
sich die Integrationen von (14) zu: 


jaoi,> $doß, fat, > — $ dot. (16) 


Dabei bleibt (14) unverändert, wenn außerdem die Funktionen f bzw. g nur 
auf i, bzw. t, von Null verschieden sind: 


fx2)=0 auf 4(t) g@&)=0 auf fr). (17) 


Die erweiterten Gleichungen (14) lauten dann 


f(1 


FdchhgMyK(1,2) = 8(2) = - do, Ki 
(8 fr) = — a (2) mit 4) >t,() 


(1,2 1,f(2) u 


232 Zeitabhängige Störungstheorie 
Im kräftefreien Falle geht die Ausbreitungsfunktion K(1, 2) in 
K®% (1,2) =9(1,2)3,b(1) Y(2) (1) 


über. Die ) sind die von [137] her bekannten Lösungen für freie Teilchen in 
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Zuständen p. Dann gelten die Gleichungen 
(pı — mc) KO(1,2)=ih6(1,2) = KO(1,2) (- me), (2) 


und K® vermittelt die Beziehungen 
f(1)= [day K9(1,2)y,f(2) f2)=[dyiDMyK%1L2) (8) 


zwischen Zuständen mit ungestörtem Zeitablauf. K(®(I, 2) kann aus (1) verhält- 
nismäßig einfach berechnet werden. 


Bei Anwesenheit elektromagnetischer Felder A ist die Berechnung von K (1, 2) 
im allgemeinen nicht ohne weiteres möglich. Sie soll hier auf die von K%(1, 2) 
zurückgeführt werden. Zu diesem Zweck betrachten wir die DirAcgleichung 
in der Form 

(p- me Y=eAY. (4) 
Würde die rechte Seite dieser Gleichung nicht von Y’ abhängen, so könnte man 
die allgemeinste Lösung von (4) additiv zusammensetzen aus der allgemeinsten 
homogenen Lösung (x) der linken Seite von (4) und einer speziellen inhomogenen 
Lösung. Benutzt man dieses Verfahren auch im vorliegenden Falle, so entsteht mit 


YD=4M)- = d2; K0 (1,2) A(2) (2) (5) 


nicht etwa eine Lösung von (4), sondern vielmehr eine Integralgleichung für Y 
Die Lösungen der Integralgleichung (5) sind, wie man sich durch Anwendung des 
Operators p — mc auf (5) leicht überzeugt, wegen (2) auch Lösungen der Diffe- 
rentialgleichung (4), wenn \) der ungestörten DirAcgleichung genügt. 


Der Zeitablauf einer durch den Anfangszustand f(2) auf t,(t,) gegebenen 
Wellenfunktion im äußeren Feld wird nach (231.14) durch 


Y(n) = (dot, K(1,2)yıf(2) (6) 
beschrieben und geht für A=0 in 
ya) = [dk KO, Dr fl2) (7) 


über. Ersetzt man \Y und ) in der Integralgleichung (5) jetzt durch die Gleichungen 
(6) und (7), so entsteht eine Gleichung, die nur dann erfüllt wird, wenn die Aus- 
breitungsfunktion K selbst der Integralgleichung 


—ie 


K(4,2)=K®(1,2)+[ dasKO(1, 3) 5) A(3) K(3, 2) (8) 


genügt. K® ist die durch (1) gegebene und hier als bekannt vorausgesetzte 
ungestörte Ausbreitungsfunktion. A(3) enthält den Einfluß eines zeitlich und 
räumlich veränderlichen elektromagnetischen Feldes. Die Integralgleichung (8) 
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kann daher als Bestimmungsgleichung für die noch unbekannte Ausbreitungs- 
funktion K (1,2) angesehen werden. K und K sorgen wegen (1) und (231.8) 
dafür, daß der Integrand außerhalb des Intervalls f, > t,> t, verschwindet. 


Den Ausbreitungsfunktionen ordnen wir symbolisch die durch 
Kıd=[dasK(L,23x2)  KOXD=[drK%(1,2)4(2) (9) 
definierten Integraloperatoren zu. Dann lautet (8) mit A=--ieA/h einfach 
| K=KO + KOAR. | (10) 


Rechts ersetzen wir K durch KO + KOAK, so daß 
K=KO+KOAKO+KOAK) (ıı) 


entsteht. Bei sukzessiver Wiederholung des Verfahrens wird das auf der rechten 
Seite noch von K abhängige Glied von immer höherer Ordnung in A und kann 
schließlich, bei Konvergenz der Entwicklung, vernachlässigt werden. Dabei 
entsteht die Reihe 


K = K0 Es K0A PA) au K0A KV A K® Here, (12) 


die man übrigens auch bei formaler Auflösung von (10) nach K aus den Formeln 
1 -K9A]K=K® K=[1- KO AT!KO (13) 


erhält; bei gegebenem A und bekannter Ausbreitungsfunktion K® läßt sich 
die Ausbreitungsfunktion X mit äußerem Feld also aus der Potenzentwicklung (12) 
direkt berechnen. Dieses Verfahren entspricht der Bornschen Näherung in 
der SCHRÖDINGERschen Wellentheorie, nur mit dem Unterschied, daß die Dar- 
stellung hier relativistisch invariant durchgeführt wird. Das erleichtert sowohl 
den Überblick als auch die Rechnungen. 


233 .S-Matrix und Interpretation der Störungstheorie 


Im Rahmen der Störungsrechnung von [232] wird das allgemeinste Übergangs- 
element durch 


(8, fr) = [fact day (My. K(1,2)yıf(2) 
K=-KO +KOAKO + KO AKOAKO +... (1) 
KOun=[dr, K®(1,2)x(2) = -ieA/h 
dargestellt. Dabei können f und g willkürlich wählbare Elektronenzustände sein. 


Praktische Fragestellungen allerdings sind im allgemeinen von der Art, daß 
man ein Elektron mit gegebenem Impuls und gegebener Spineinstellung be- 
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trachtet und nach der Wahrscheinlichkeit dafür fragt, daß unter dem Einfluß 
des elektromagnetischen Feldes A ein Übergang zu anderen Werten von Impuls 
und Spin stattgefunden hat. 


Die Eigenwerte von Impuls und Spin aber charakterisieren Zustände der 
ungestörten DirAcgleichung von der Art 


sd=u,MD=YVM 2), M)=YR). (2) 


Die Übergangselemente zwischen derartigen ungestörten Zuständen p > p’ fassen 
wir als Elemente einer Matrix S auf und führen dafür die Bezeichnungsweise 


gf)=e|Ssinm=e| SID = IP IS 


S=y2»S a) 


ein. Die Beiträge n-ter Ordnung von A sind dann in der Matrix S, zusammen- 
gefaßt. 


Bei der Einführung von (2) muß allerdings beachtet werden, daß wegen 
VD) er!Eitl® in (3) ein zusätzlicher Zeitfaktor e!?°"* auftritt. Er spielt für die 
Berechnung von Wahrscheinlichkeiten 

Wep>P)=Kp\Sim? (4) 
keine Rolle, da es hier nur auf den Betrag von (p’| S|p> ankommt. Die 
Diagonalelemente aber enthalten wegen E, = E, nur noch 


<p|S|p) = ei(Es-EyTIn — e-i4ET/n, 


also die Energiedifferenz zwischen gestörten und ungestörten Eigenzuständen. 
Außerdem gilt diese Formel (5) nur für stationäre Eigenzustände, die beim zeit- 
abhängigen Störverfahren nur entstehen, wenn die Störung A quasistatisch 
eingeschaltet wird. Dies wird erforderlichenfalls durch eine Einschaltfunktion 9 
erreicht, die das Störpotential A bei t = t, innerhalb einer Zeit 7 einschaltet, 
die groß gegen h/AE, aber immer noch klein gegen 7 ist. 

Die Zeitabhängigkeit der in (2) betrachteten ungestörten Zustände ist im all- 
gemeinen einfach und bekannt. Sie erfüllen nach (232.3) die Gleichungen 


far, (Dy.K9(22)= (2) Yin) =fAaryKM1,2)yyl9)- (6) 


Unabhängig davon, ob wir die eine oder die andere dieser Gleichungen ver- 
wenden, bekommen wir beide Male für das Übergangselement (3) in nullter 


Ordnung j ee F 
PSP = [Ar Yyy=[Arytd = 6y,- (7 
In nullter Ordnung ist die S-Matrix also gleich der Einheitsmatrix: 


S=1. (8) 
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Um die Elemente der S-Matrix in erster Ordnung zu berechnen, haben wir K 
in (1) durch KO AK® zu ersetzen. Unter Verwendung beider Gleichungen (6) 
vereinfacht sich dieser Term zu 


wisld=pid = ET deo@YAy 
x (9) 


M 1 eis 
0(1,x) (2,2) =9(x) = De 
Die Beschränkung des Integrationsintervalls auf die Untersuchungszeit 7 ent- 
steht durch die beiden zu K®(7,x) und K®%(x, 2) gehörigen Einschaltfunktionen 
0(1,x) und 0(x, 2). Sie sind in einer neudefinierten Funktion 0(x) (mit nur 
einem Argument!) zusammengefaßt. 0(x) kann man sich zu A(x) hinzugefügt 
denken und sich dabei vorstellen, daß das Störungsfeld A (x) nur im Zeitintervall 
zwischen t, und t, eingeschaltet wird. Sollen Diagonalelemente von S wie etwa 
(5) berechnet werden, so wird 9 (x) durch eine Funktion ersetzt, die A (x) inner- 
halb einer größeren Zeitspanne allmählich einschaltet. 


Die gleichzeitig in (9) eingeführte Bezeichnungsweise <p’|p> ist deshalb von 
Vorteil, weil diese Elemente erster Ordnung noch häufig vorkommen. Bei zeit- 
unabhängiger Störung A zeigt die Auswertung von (9) Übereinstimmung mit 
entsprechenden Termen der elementaren ScHRÖDINGERschen Störungstheorie: 


e\|p = 


© Farfargager- E)t/h _ ecAyp „i- eitE'-EyTjk], (10) 
0 


Der hier noch auftretende exponentiell von T abhängige Term spielt bei E'+E 
keine wesentliche Rolle. Er verschwindet, wenn man T über eine kleine Um- 
gebung mittelt. Im übrigen sei auch noch auf die Darstellung 


Pi; [dena mit a=ech'ny an) 


des Elementes (9) hingewiesen. 
Das Matrixelement zweiter Ordnung geht nach (1) aus demjenigen erster 
Ordnung dadurch hervor, daß man — ieA/h = A in (9) durch AK®A ersetzt: 
Pl (FE) SarrazsyımamKkernadyn. (2) 


Ersetzen wir K® in dieser Gleichung durch die Definition (232.1) dieser Größe, 
so läßt sich dieser Ausdruck offenbar aus Termen erster Ordnung vom Typ (9) 
in der Form 


0) 6) 
pP |SzlP = Ipr<p' | P'><p" | PP 0(1)0(1,2)0(2) (13) 
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zusammensetzen. Die explizit arigegebenen -Funktionen weisen darauf hin, 
daß die in dx, und dx, enthaltenen Zeiten nur über Bereiche ">24, 21,26 
integriert werden. Die konsequente Verallgemeinerung dieses Verfahrens liefert 
für die Matrixelemente n-ter Ordnung von S: 


(D (2) (n) 
pl Sn|P = Lip... pn_,{P' | Pi? <Pr | Pd <Pn-ı | P)° 
6(1)9(1,2)0(2)6(2, 3) ---0(n — 1,n) O(n) 
Zeitintervalle: T24,2,2--24>0. 


(14) 


Nach Einsetzen von (14) in (3) ist das gesamte Matrixelement <p'| S|p) auf 
seine Elemente <p’| S,|p> = (p’|p) erster Ordnung zurückgeführt. 


Die in (3), (8) und (14) gegebene Darstellung des Übergangselements ermög- 
licht eine einfache Interpretation. Würde nämlich (p’| S| p> die klässische Wahr- 
scheinlichkeit für den Übergang p > p’ sein, so würde man diese Wahrschein- 
lichkeit zusammensetzen: 

1. aus der Wahrscheinlichkeit dafür, daß p mit p’ identisch ist, also aus ö,,, 
2. aus der Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Elektron zwischen Null und 7 

im Zeitintervall dt zur Zeit t vom Potential gestört und dadurch aus dem 

Zustand p in den Zustand p’ gestoßen würde. Die hierzu gehörige Einzel- 

wahrscheinlichkeit wäre (-iec/h)di[dry’Ay. Die Summation über alle dt 

würde gerade (p’|p) ergeben. 

3. der Wahrscheinlichkeit dafür, daß zwei derartige Stöße bei t, und bei t, > tz 
stattfinden würden, 

4. den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten für Dreifachstreuung und Mehr- 
fachstreuung. 

Natürlich sind die erwähnten Elemente keine Wahrscheinlichkeiten, sondern 
quantenmechanische Übergangselemente. Die soeben durchgeführte Überlegung 
zeigt aber, daß sich das allgemeine quantenmechanische Übergangselement in 
gleicher Weise additiv und multiplikativ aus den Übergangselementen erster 
Ordnung zusammensetzt, wie in der klassischen Statistik die Wahrscheinlich- 
keiten zusammengesetzt werden. Diese Deutung der Übergangselemente gestattet 
einen tiefen Einblick in die bei Streuprozessen stattfindenden physikalischen 
Vorgänge und erleichtert später in [24] und [25] die Verallgemeinerung der 
Theorie auf Umwandlungsprozesse aller Art. 


234 Potentialstreuung in erster Ordnung 


Zur Anwendung der in den letzten Abschnitten gewonnenen Erkenntnisse 
wird die Störung eines anfänglich freien Elektrons durch ein elektromagnetisches 
Feld A bis zur ersten Näherung genauer untersucht. Nach (233.7 und 9) sind die 
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Matrixelemente von S in nullter und erster Ordnung 


<p|Solpd = dp @lslmd=-Kfdzö)yAy.| W 


v und Y’ sind die in [137] genauer untersuchten Anfangs- und Endzustände, 
zwischen denen das Übergangselement (1) berechnet werden soll. Sie sind nach 
(137.3) ebene Wellen: 


d = O-"hue-ipaih U = O-küreivan, (2) 


Speziell wird jetzt ein zeitunabhängiges äußeres Feld betrachtet, dessen FOURIER- 


zerlegung in 
de 
A,le) - [om A,(t) eitt (3) 


die Komponenten A;(f) enthält. Mit (2) und (3) erhalten wir 


ie dt Ip-pmerit 


BSD = 5 | m ER) AH un) [azer 


e 
sw - m faro( 7° -rwanu 


für die Elemente von S,. Die Integration über das vierdimensionale Volumen d& 
liefert eine d-Funktion für die Energie und eine für den Impuls. Man sieht 
Gleichung (4) unmittelbar an, daß das Übergangselement nur dann etwas bei- 
trägt, wenn die Energien E und E’ des Anfangs- und Endzustandes gleich sind. 
Der Anfangsimpuls p dagegen kann in einen anderen Endimpuls p' + p über- 
gehen, da die Differenz hf von der entsprechenden FourıErkomponente (3) des 
elektromagnetischen Feldes aufgenommen wird. Die Integration über f liefert 
endgültig 


se se un)altT (&) 


für das Matrixelement. 


Nach (121.19) ist der Wirkungsquersehnitt für die in (5) beschriebene Streuung 
des Elektrons 


_#va_1 Odp' KplSılml? 
WvT 5 Ir u (1/0) (dE/dp)T * (6) 


Die Summation erfolgt über alle Endzustände p’ durch entsprechende Integration 
über das zugehörige Volumen des Phasenraums, siehe [Q 653]. Mit s’ sind die 
verschiedenen zum Impuls p’ gehörigen Zustände des Spins gemeint. Außerdem 
ist in (6) über die beim Elektron im allgemeinen unbekannten Anfangsspin- 
zustände s gemittelt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte /Ö des einlaufenden Teilchens 
ist 1/O im Normierungsvolumen. Die Anfangsgeschwindigkeit v ist dE/dp. 


9 Macke, Quanten und Relativität. 2. Aufl. 
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Für die weitere Auswertung des Wirkungsquerschnitts (6) ist zu beachten, 
daß wegen (5) im Integral (6) 6?(E’ — E) auftritt. Aber nur für 7’ — sind die 
d-Funktionen wirklich divergent. Geht man hier auf deren Einführung (4) zurück, 
so entsteht 
Bi j T 
r ei(X-E)tö(E'— E) SE 3 (7) 


T 


&(B-B)=[5 


Damit wird (6), wie zu erwarten, von dem betrachteten Zeitintervall T unab- 
hängig. Ebenso hängt (6) nach Einsetzen von (5) nicht vom Normierungsvolumen © 
ab. 


Die Integration über das Impulsvolumen der Endzustände wird ersetzt durch 
dp =d2p”?dp = anp?IP,am, (8) 


womit zunächst für den Wirkungsquerschnitt (6) der Ausdruck 


e? d2 ctp'? dp’ dp yı n 7 Ant 
= [ a Sr jr ZH SR E)ER JS, uÄwWAun (9) 
entsteht. Neben der ö-Funktion kann E'= E und p’ = p gesetzt werden. Ferner 
ist v=dE/dp = cd (mc)? + p/dp = c?p/E. Daher kompensieren sich die ersten 
drei Faktoren im Integranden. Nach Integration über die ö-Funktion erhält der 
Wirkungsquerschnitt die Form 


- sa lErHlaadAanuna. (10) 


o 


Der noch verbliebene Integrand wird dadurch, daß man die rechts in (9) stehende 
Größe u nach links herübernimmt, zur Spur einer Matrix, die anschließend 
ausgewertet wird. 


Die in (10) auftretenden Ausdrücke u werden aus den Lösungen der freien 
Diracgleichung (137.4) gebildet. Da nur Elektronen betrachtet werden, deren 
Anfangs- und Endzustände positive Energie besitzen, wird nur über die positiven 
Energiezustände summiert. Die Auswertung dieser Summation geschieht mit 


E=+ ce Y(me)? + p2 folgendermaßen: 


in meß+cap+E 
fui= u Druutß = ihtlg Mr 
= ( 
m. BE - cap) +me  p+me 
RE TE 


Hier ist (H + E)/2E ein Operator, der bei Anwendung auf u die Eigenwerte +1 
und 0 für positive und negative Energien besitzt. Die vollständige Summation 
über uu? aber gibt nach (137.10) die Einheitsmatrix. Die in (11) verbleibenden 
Matrizen lassen sich invariant zusammenfassen. 
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Der Wirkungsquerschnitt wird jetzt 
® d2 1 gr 
= on [5 + Spl(p + mo) Alp’ + mo) A}. (12) 


Die übersichtliche relativistische Darstellung braucht auch bei der weiteren Aus- 
wertung nicht verletzt zu werden. Bei der Auswertung der Spur werden zunächst 
die Produkte ausmultipliziert und die Einzelspuren gebildet. Dabei werden die 
in [274] noch ausführlich begründeten Regeln 
/Spl=1 "Spy =0 'SpA=0 
YSpAB=AB WSPABC=-O  YuSpAr---Aynyı=0 (13) 
aSpABCD = A,„B*C, D* — A,0*B,D*+ A,D*B,C* 
berücksichtigt, nach denen die Spur über eine ungerade Anzahl von Matrizen 


pp), A... stets verschwindet. Die Auswertung der Spuren liefert für den Wir- 
kungsquerschnitt 


e dQ2 “ e * m 
= | 5 [m@AFAR + p, Ar DAR + p, Ar pi AR* — p,pAFAR] (14) 
mit p4=(Ejcp') und p’=|p’|[sind(e,cosp + e,sinp) + e,cos®] 
als allgemeinsten, in relativistisch invarianter Form angebbaren Ausdruck. 
Wird das Elektron an einem rein skalaren Potential 
A, = (U/e,0) (15) 
gestreut, so vereinfacht sich der allgemeine Ausdruck (14) zu 
& (dQ2|,/(p'—p\2 a 
ui melee 1 >) Pme+p+ppl. vn 


U((p' — p}/h) ist die durch (3) definierte Fourierkomponente des Potentials. 
Besitzt das Potential z. B. die Form 


U--.%, (m) 


so errechnet sich entsprechend der FourıERtransformation (3) und ihrer Um- 
kehrung das Element U((p’ — p)/k) zu 


Un=- mit 1-R. (18) 


In der Grenze x —0 ist dies das Potential eines Wasserstoffatomkerns, und 
der Wirkungsquerschnitt (16) geht in der Grenze kleiner Impulse in die klassische 
RuTHERFoRDsche Streuformel 

} 


; 


4m? 


P—p)t 


e? 


d2 
sin?9/2 


erjdrey 
2mvr 


do= ( (19) 


4rey 


9* 
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über (ohne A!), wobei mit 9 der Winkel zwischen Anfangs- und Endimpuls be- 
zeichnet wurde. Die Berechnung von (19) erfolgt mit 


(p - p? = p?+ p? — 2p? cosd = 2p*(l — cosd) = 4p° sin?9/2. (20) 


Die Potentialstreuung ist hiermit vollständig und relativistisch einwandfrei 
in 1. Borxscher Näherung bis zur Berechnung der Wirkungsquerschnitte abge- 
handelt. In den Formeln (12), (14) und (16) sind gleichzeitig die Angaben über 
die entsprechenden partiellen Wirkungsquerschnitte enthalten, da Q den Raum- 
winkel bedeutet, in den das Teilchen p’ nach dem Stoß gestreut wird. Man 
könnte versuchen, die Potentialstreuung in höherer Näherung ebenfalls nach dem 
durch die letzten Abschnitte gegebenen Schema zu behandeln. Dabei treten je- 
doch einige Schwierigkeiten auf, die mit den quantentheoretischen Eigenschaften 
des elektromagnetischen Feldes und auch mit den negativen Energiezuständen 
zusammenhängen. Diese Schwierigkeiten werden in [24] und [25] geklärt und 
führen die Behandlung der Streuung in höherer Näherung auf ein allgemeines 
Schema zurück, das gleichzeitig auch für alle Umwandlungsprozesse zwischen 
Elektronen und Photonen gilt. 


24 _Umwandlungsprozesse erster Ordnung 


Zusammenfassung: Die in [23] abgeleitete invariante Formulierung der Störungs- 
rechnung liefert für S, einen einfachen Ausdruck, der die Streuung eines Elektrons im zeit- 
unabhängigen Potential darstellt. Durch Einbeziehung von zeitabhängigen elektromagne- 
tischen Feldern und von Elektronenzuständen negativer Energie entsteht eine Erweiterung 
der Theorie, die alle zwischen Elektronen, Positronen und Photonen möglichen Wechsel- 
wirkungsprozesse in erster Ordnung umfaßt. Sie können durch insgesamt 12 schematische 
Darstellungen wiedergegeben werden, die zu S, gehörigen „Graphen“. Diese Graphen geben 
nicht nur ein sehr anschauliches Bild von den betreffenden Wechselwirkungsvorgängen, 
sondern enthalten gleichzeitig die zugehörigen mathematischen Vorschriften zur Berechnung 
der betreffenden ‚S-Matrixelemente. Alle denkbaren Effekte erster Ordnung werden syste- 
matisch besprochen. Ein Teil dieser Matrixelemente verschwindet, weil die betreffenden 
Übergänge den Energiesatz oder den Impulssatz nicht erfüllen. Als Anwendungsbeispiele 
werden der TscHErkxkoweffekt und die Photonenemission gebundener Elektronen etwas 


genauer untersucht. 


241 Positronentheorie und Paarerzeugung 


Die in [23] entwickelte Störungsrechnung soll im vorliegenden Kapitel erweitert 
und auf ihre endgültige Form gebracht werden. Zunächst führen wir zur Ver- 
einfachung der Formeln „natürliche“ Einheiten ein, indem wir 


A=1 c=1 = (1) 
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setzen und so alle physikalischen Größen, die üblicherweise in Einheiten m” eV’ 
angegeben werden, nur noch in Einheiten m” angeben. m und w erhalten die 
Dimension einer reziproken Länge. 

Nach den Ausführungen von [233] wird die Streuung eines Elektrons im ge- 


gebenen Potential durch die Elemente einer Matrix .S beschrieben, die ihrerseits 
aus Beiträgen S„ e” besteht. Sie alle lassen sich durch Kombination von Ele- 


menten erster Ordnung 


(2) 


@|Sılp) = <p'lp) = -ie[dx H(x) I Pa yan Aue = —— 6 — 


zusammensetzen. Die gesamte S-Matrix wird also entscheidend durch ihre Ele- 
mente erster Ordnung beeinflußt. Die am Schluß von (2) eingeführte Figur wird 
als mathematische Abkürzung verwendet. Der Knoten steht für — ieya, 0 (x)dz, 
die nach oben laufende geschlängelte Linie für das zeitunabhängige Vierer- 
potential A,, die von rechts in den Knoten mündende Linie für y,(x) und die 
vom Knoten aus nach links weiterlaufende Linie für Da(R). Das am Knoten 
stehende Drei-Indizes-Symbol y4, wird vektormäßig und spinormäßig mit den 
Funktionen verknüpft, die an den einmündenden Linien stehen. Zeichnerische 
Gebilde zur Abkürzung mathematischer Aussagen wie das in (2) eingeführte 
Symbol werden als Graphen bezeichnet. Anschaulich bedeutet der Graph (2): 
Ein Elektron läuft von rechts nach links. Unterwegs erfährt es am Knoten eine 
durch das Potential A, (geschlängelte Linie) hervorgerufene Störung, um hinter- 
her in einem anderen Zustand nach links weiterzulaufen. 


An den S-Matrixelementen erster Ordnung soll jetzt untersucht werden, 
welche Änderungen hinsichtlich der Beiträge von Zuständen negativer Energie 
auf der Grundlage der Diracschen Löchertheorie entstehen, nach der alle Elek- 
tronenzustände negativer Energie besetzt sind. In (2) haben wir vier Fälle zu 
unterscheiden je nachdem, ob die Energien der Zustände p und 9’ positiv oder 
negativ sind. Sie sind in der zweiten Zeile der nachfolgenden Tabelle schematisch 
dargestellt. Oberhalb und unterhalb der Schraffur sollen die Zustände positiver 
und negativer Energie liegen. Der erste mit Elektronenstreuung bezeichnete Fall 
entspricht der bisherigen Voraussetzung, nach der p und p' Zustände positiver 
Energie sind. In der zweiten Spalte der Tabelle wird der Fall betrachtet, daß 
ein Elektron negativer Energie durch das Potential gestreut wird. Dies ist nach 
der Diracschen Löchertheorie nur möglich, wenn der dabei entstehende End- 
zustand p/ = pr vorher unbesetzt war. Dafür bleibt der Zustand p_ = pı nach 
der Streuung unbesetzt. Dieser Prozeß beschreibt also den umgekehrten Über- 
gang pL > pyeines Lochs, also das Matrixelement (pr; | Sı | vu). In der dritten Spalte 
wird der Fall berücksichtigt, daß ein negativer Zustand p_ bei der Streuung in 
einen positiven p’ übergeht. Nach der Löchertheorie befand sich das System vor der 
Streuung im Vakuumzustand und nach der Streuung in einem Zustand mit einem 


124 2 Quantenelektrodynamik [241] 


Elektron p’ und einem Loch pr = p_. Das entsprechende Übergangselement (2) 
beschreibt also eine Paarerzeugung (p' pr | S,|0). Unter welchen Voraussetzungen 
ein solcher Prozeß wirklich stattfindet, interessiert einstweilen nicht und wird 
später untersucht. Ganz analog beschreibt die letzte Spalte der Tabelle eine 
Paarvernichtung <0|S,|ppr> unter dem Einfluß des Streupotentials 4.- 


Tabelle 241 
Elektronenstreuung | Positronenstreuung | Paarerzeugung Paarvernichtung 


L, dee > 
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Positronenbeschreibung durch Elektronenzustände negativer Energie. 1. Die Prozesse. 
2. Schematische Darstellung im Energiespektrum, 3. Elektronenübergänge. 4. Zugeordnete 
Matrixelemente in der Positronentheorie. 5. Graphendarstellung der Prozesse. 6. Einführung 
der Positronenfunktionen. 7. Zu den Matrixelementen der vierten Zeile gehörige Zustände der 
Gesamtwellenfunktionen. 


In der dritten Zeile der Tabelle sind die zur schematischen Darstellung der 
zweiten Zeile gehörigeri Übergangselemente (2) angegeben. Im Rahmen der Löcher- 
theorie aber stellen diese Übergangselemente zum Teil andere Matrixelemente 
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dar, die in der vierten Zeile angegeben sind. Auch in der Graphendarstellung (2) 
werden die Zustände ), und $)_ mit positiver und negativer Energie dadurch 
sinngemäß unterschieden, daß man die Linien der letzteren nach der „falschen“ 
Seite führt, wie das in der fünften Zeile von Tabelle 241 geschehen ist. Bei der 
Positronenstreuung z:B. erscheinen die Zustände p,L = p- und p, = p. in der 
Reihenfolge vertauscht. In der Graphendarstellung erreichen wir dies durch eine 
von links nach rechts laufende Linie mit der Konvention, daß (wie früher!) alle 
Spinorverknüpfungen der Pfeilrichtung entgegen vorgenommen werden. Gleich- 
zeitig stehen dabei die Zustände in der vom Standpunkt der Löchertheorie her 
erwarteten Reihenfolge. Im Falle der Paarerzeugung und Paarvernichtung von 
Tabelle 241 wechselt nur eine der Linien des Graphen ihre Richtung. 


Schließlich ist noch zu beachten, daß es sich bei den in der Tabelle angeführten 
Prozessen um solche handelt, an denen viele Teilchen negativer Energie be- 
teiligt sind, die nach (171.3) durch antisymmetrische Wellenfunktionen vom 
Typ (172.1) dargestellt werden müssen. In der unteren Zeile des Arguments 
stehen die von einzelnen Teilchen besetzten Zustände nach ihren Energien 
geordnet. Jede Vertauschung zweier Zustände hat einen Vorzeichenwechsel der 
Gesamtwellenfunktion zur Folge. Zustände, die Löcher enthalten, werden durch 
StATErdeterminanten, multipliziert mit (— 1)”, beschrieben, in denen die ent- 
sprechenden Zustände negativer Energie gestrichen sind. n bedeutet die Zahl 
der vor dem gestrichenen Zustand stehenden negativen Zustände. In der dritten 
Zeile der Tabelle stehen die bei den einzelnen Prozessen auftretenden Einteilchen- 
übergänge. Wie sich dabei die SLArrrdeterminante verändert, ist in der siebenten 
Zeile kurz angegeben. Bei der Elektronenstreuung bleibt der negative Untergrund 
ungeändert. Bei der Positronenstreuung ist zunächst der Platz p_ durch 0 er- 
setzt (d. h. er ist unbesetzt). Daran ändert sich beim Übergang nichts. Ledig- 
lich wird der Platz p_ durch p” ersetzt. Dabei ist p/ falsch plaziert. Beim Um- 
setzen auf die mit 0 bezeichnete Stelle erhält die SLarerdeterminante einen 
Faktor (— 1)" -”-! und die Gesamtwellenfunktion einen Vorzeichenwechsel. 
Das Matrixelement ist also in Wirklichkeit (p, |Sı| 21? = — (p!|p_). Die gleiche 
Komplikation tritt in der vierten Spalte bei der Paarvernichtung auf. Der positive 
Zustand p wird durch p/ besetzt, während der eigentliche Platz von p\ frei 
bleibt. Die Umordnung liefert, wieder einen Vorzeichenwechsel. Diese Vorzeichen- 
wechsel in der zweiten und vierten Spalte beachten wir richtig, wenn wir die 
Elektronenfunktionen negativer Energie durch die ‚Positronenfunktionen“ 


ersetzen. Die Graphen der sechsten Zeile enthalten mit den Bezeichnungen von 
(3) die Matrixelemente der Löchertheorie dann mit dem richtigen Vorzeichen. 
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242 Erzeugung und Vernichtung von Photonen 


Bisher wurde nur der Einfluß willkürlich vorgegebener „klassischer‘‘elektro- 
magnetischer Feider auf das Elektron berücksichtigt, eine Voraussetzung, die 
noch am ehesten auf zeitunabhängige Felder zutrifft. Im allgemeinen ist jedoch 
zu berücksichtigen, daß auch A quantenmechanisch behandelt werden muß. 


Die Photonen führen wir nach [22] wieder in der (vereinfachten) Form ein, 
daß wir für A lediglich solche Felder verwenden, die ein einzelnes freies Photon 
darstellen. Nach (222.4) ist dann für A in der S-Matrix überall einzusetzen: 


1 ; 
= —— [e(k) e'*? + &(k) el#*] = A- + At, 
dan [e(k) e + &(k) e'**] + N 


beachte: A= 1,4? e=yd e= y(e)*. 
Das S-Matrixelement erster Ordnung zerfällt so in zwei Anteile, die als 
@|SılP = <P'|Sılkp) + <p'klSılp) 
Sk =<pikp=-ieldeyArd (2) 
PklSsım=<pkip=-ielde YA’ y 


eingeführt werden. k repräsentiert symbolisch den jeweiligen Impuls- und Polari- 


sationszustand des Photons. Die Elektronenzustände y’ und $ sind von (137.3) 
her bekannt: 


Y=0-up)eir? y= O-hulp) e-'az. 3) 
Positronen werden nach den Ausführungen von [241] beschrieben. Beim Ein- 


setzen von (1) und (3) in (2) und Integration über dx entsteht 


-ie(n)% el) ED sp +k Plain). 
(4) 


\Sılp = 


on le) Vol) MER Volt) 
Die erste der beiden ö-Funktionen 
ö(p' — k- p) = d(E(p') — o(f) — E(p)) öl —E—p) (5) 


ist nur dann von Null verschieden, wenn die Endenergie E(p’) des Elektrons 
mit der Anfangsenergie von Elektron plus Photon übereinstimmt. Das gleiche 
gilt für den Impuls. Dies ist aber nur möglich, wenn das Photon bei diesem 
Übergang absorbiert wird, weil #’, ® und E positiv definite Größen sind. (Beim 
Impuls könnte man noch an die Erzeugung eines Photons mit dem Impuls — f 
denken.) Die zweite ö-Funktion in (4) 


ö(p' + k— p) = d(E(p') + o(f) — E(p)) ö(p’+E- p) (6) 


zeigt auf Grund der Energiebilanz ganz entsprechend, daß dieser Term nur die 
Erzeugung eines Photons darstellen kann. 
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Beim Übergang p > p’ eines Elektrons in Wechselwirkung mit einem Photon 
entstehen nach (2) also zwei Terme: der erste beschreibt die Vernichtung <p’|pky 
eines Photons und der zweite den entsprechenden Erzeugungsprozeß <p' kp). 
Die Schreibweise wurde bereits in (2) so gewählt, ‚daß rechts und links vom 
Strich in <...|...> die vor und nach dem Übergang vorhandenen Elementar- 
teilchen in ihren Zuständen p', p bzw. k angegeben wurden. Die Summe beider 
Terme in (4) besagt keineswegs, daß beide Vorgänge gleichzeitig auftreten müssen. 
Vielmehr zerfällt die Wahrscheinlichkeitsamplitude (p’|p> nach den üblichen 
Regeln quantenmechanischer Wahrscheinlichkeitstheorie in die voneinander 
unabhängigen Einzelamplituden <p'|pky und <p'k|p). Die zugehörigen Prozesse 
können, je nach den sonstigen physikalischen Bedingungen, natürlich auch 
einzeln beobachtet werden. 


Die beiden in (2) auftretenden Matrixelemente von S, werden analog zu (241.2) 
durch die Graphen 


eo 


<p'|Sılkp = <p'|kp) = 1 — 


3. 7) 


<p' k|Sı | = <p'k| = — A 


dargestellt. Die mathematische Bedeutung dieser Graphen ist wieder die gleiche 
wie in (241.2), nur daß für die von rechts einlaufende bzw. nach links auslaufende 
Schlangenlinie die normierte ebene Welle A" bzw. A* von (1) einzusetzen ist. 
Symbolisch beschreiben die Graphen (7) in sehr anschaulischer Weise die Ver- 
nichtung bzw. Erzeugung eines Photons infolge seiner durch den Knoten sym- 
bolisierten Wechselwirkung mit dem Elektron. (Zeitrichtung stets von rechts 
nach links!) 

Die Auswertung der Graphen (7) kann direkt vorgenommen werden. Beim 
Hinzufügen der mathematischen Symbole gilt für den Absorptionsgraphen 


Fans) Pi (k)/V2 Oo 
= Pa ae/V5 (VO 


Ve) —— 4 —— Ye) = « 
-iedry# -ieyk(2r)tö(p' — kp) 


(8) 


Die zweite Gleichung geht aus der ersten durch Integration über dx hervor. 


243 Die Effekte erster Ordnung 


In Zusammenfassung aller Kombinationen von [241] und [242] enthält die 
S-Matrix in erster Ordnung folgende zwölf Wechselwirkungsprozesse zwischen 
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Elektronen, Positronen und Photonen: 


® ® \ oo ,/ 
| | N 4 
—«< 4 u B— x R 
ei N 
® ON GR 
ei f = B 
—i 0 +4 P- ee Sn A) 
/ 
® o\ ® 


ze 
R 
he an se 


/ N 


Die mathematische Bedeutung der Linien und Knoten ist folgendermaßen fest- 


gelegt: 

Fi = 4,(t) y = At (a) Pi = 4,(z) 
Er .n a = ieyn,dxd (x) ee (2) 
—- Ile) ——eöle)=y_le). 


Die physikalische Bedeutung der Elemente ist den Graphen in sinnfälliger 
Weise zu entnehmen, wenn man sich stets die Zeitordnung als von rechts nach 
links verlaufend vorstellt. In der ersten Zeile stehen die in [241] untersuchten 
Streuprozesse: Elektronenstreuung, Positronenstreuung, Paarerzeugung und 
Paarvernichtung. Die letzten beiden sind Vakuumübergänge und energetisch 
unmöglich, da das Vakuum der niedrigste Zustand des Systems ist und zur 
Paarerzeugung mindestens eine Energie von 2mc? erforderlich ist. Im gleichen 
Sinne sind auch die Vakuumübergänge ®@ und ® verboten. Der Streuprozeß ® 
wurde in [234] untersucht. Die Positronenstreuung ® liefert bis auf das Vor- 
zeichen von e gleiche Resultate. 


In ® und ® wird die Absorption und Emission eines Photons durch ein Elektron 
beschrieben. Diese Prozesse treten am freien Elektron normalerweise nicht auf, 
weil Energiesatz und Impulssatz nicht gleichzeitig befriedigt werden können, 
wie in [244] genauer gezeigt wird. Befindet sich das Elektron dagegen vor oder 
nach der Absorption bzw. Emission in einem gebundenen Zustand, so braucht 
nur der Energiesatz befriedigt zu werden, weil der überschüssige Impuls dann 
vom Bindungspotential als Rückstoß aufgenommen werden kann. Unter diesen 
Voraussetzungen wird ® als Photoeffekt und als Atomanregung durch Absorption 
von Photonen beobachtet, und ® beschreibt die Lichtemission von Atomen, 
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deren Elektron gleichzeitig in einen tieferen stationären Zustand übergeht. Der 
letzte Fall wird in [245] besprochen. 


Analogzu ® und © beschreiben die weiteren Prozesse © und ® die Absorption 
und Emission eines Photons durch ein Positron. @ stellt die Paarerzeugung 
durch ein Photon dar und ® den entsprechenden Umkehrprozeß: Die Paar- 
vernichtung bei gleichzeitiger Erzeugung eines Photons. Auch diese beiden Pro- 
zesse kommen wie & und © nicht bei freien Teilchen vor, da Energie- und Impuls- 
satz wieder nicht gleichzeitig befriedigt werden können. Der Prozeß ® aber wird 
an Elektronen beobachtet, die sich vor dem Prozeß in einem gebundenen Zustand 
befanden. Das einlaufende Positron bewirkt eine Paarvernichtung, die frei- 
werdende Energie wird durch das y-Quant abgestrahlt und der überschüssige 
Impuls vom Bindungspotential aufgenommen. 


Andere als die Prozesse (1) sind in erster Ordnung nicht möglich. Wie die 
Diskussion gezeigt hat, sind viele der Prozesse (1) verboten, weil entweder die 
Erhaltung der Energie oder die gleichzeitige Erhaltung von Energie und Impuls 
nicht gegeben ist. Bei Prozessen höherer Ordnung, deren S-Matrixelemente aus 
denen von (1) aufgebaut werden, spielen jedoch auch die hier verbotenen Prozesse 
eine Rolle. Das liegt daran, daß in den Matrixelementen höherer Ordnung zum 
Teil über kleinere Zeitintervalle integriert wird und so die strenge Bilanzierung 
von Impuls und Energie in den Zwischenzuständen nicht erfolgt. 


244 TSCHERENKoweffekt 


Der Prozeß © von (243.1) wird unter besonderen Bedingungen auch an freien 
Elektronen beobachtet, wenn nämlich die Elektronengeschwindigkeit größer als 
die des zu emittierenden Photons ist. Diese im Vakuum durch die Relativitäts- 
theorie verbotene Bedingung ist in Medien mit einem Brechungsindex » > 1 
oftmals erfüllt. Die (hier dimensionslose) Geschwindigkeit der Photonen im 
Medium bezeichnen wir alsc = 1/n <1 und setzen voraus, daß die Elektronen- 
geschwindigkeit v > c sei. Für die Photonen im Medium gelten die Beziehungen 


k dw [0) 1 
Du eh ae a) 
Mit den Eigenfunktionen 
j N. P) -ip® T = u(p') ip'x A* = e(k) ikz 9 
y@) yo ° ve) Yo °® (®) Vdan“ (2) 


der ungestörten Teilchen bilden wir das Matrixelement erster Ordnung für die 
Emission eines Photons: 


in To%% 
RS Im= pP —e— p=-ie|deyAry 


| 3) 
= ap) 


e(k) 
0" 2 


V2on 


u(p)ö(p +k—p). 
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In der ö-Funktion ist die Energie- und Impulsbilanz enthalten. Zwischen den 
Energien und Impulsen bestehen wegen p’ = p — f die Beziehungen 


E=Ym? + p® E'= Ym+(p-N? o=-kin. (4) 
Der Energiesatz hat die Form 
k\? k 
E”=(E- o) P-2pt=(-) 2 E(p) 
(5) 


1 BE; 

e[k(1 =) 2(pt )|=0. 
Der Fall k = 0 bedeutet ‚keine‘ Photonenemission und interessiert hier nicht. 
p und E sind gegebene Eigenschaften des einlaufenden Elektrons. & enthält 


den durch 
er pt=pkl = pkcosd (6) 
gegebenen Winkel # zwischen den Ausbreitungsrichtungen von f und p. Die 
‚Auflösung von (5) liefert b_B 
nG— 
kKO=2n I: (7) 


Die Wellenzahl f des emittierten Photons hängt also von der Emissionsrichtung 
ab. 

Die Bedingung k > 0 ist in (7) nur durch pnö > E zu erfüllen, also nur durch 

pn: _» 

Diese Gleichung besagt, daß eine Photonenemission nur in solche Richtungen 
stattfinden kann, für die die zugehörige Gesehwindigkeitskomponente vÖ des 
Elektrons noch größer als die Ausbreitungsgeschwindigkeit c des Photons im 
Medium ist. Diese Bedingung ist wegen v<lund{=|1 natürlich im Vakuum 
bei c —1 nicht erfüllbar. Im Medium mit ce <1 und v > c aber wird sie von 
schnellen Elektronen erfüllt. Es findet dann eine Emission von Photonen in 
einen Winkelbereich zwischen &=1 und vd =c=1/n statt. 


Die Emissionswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit ist für diesen Prozeß nach 
(121.19) 


w 1 : 
y-l -lntzp Dessip'klSıl PP. (9) 


Über alle Endzustände p’ =p',s’ und k = f,e wird summiert und über die 
Anfangszustände s des Elektronenspins gemittelt. Beim Einsetzen von S aus (3) 
entsteht 62. Dieser Ausdruck wird wie in (234.7) sinngemäß durch 


Tr 
Dip + kp) = + öl +T-p) (10) 


ersetzt. Dabei wird y unabhängig von Ö und T: 
ee | dp’d£ö(E’+w- E)ö(p' +f-p) > 
" es 


= "11 12-1 
FT D Done sueuweu. (11) 
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Zunächst wird über dp’ integriert und anschließend über 
dt=dQAMdkd(k) = 2rdiMHlWwL — c)(dk/dw) dw. (12) 


In der an sich trivialen Aussage von 0(k) =(v& —c)=Hd — cv) =d(£ — Elpn) 
wird (8) berücksichtigt. Bei der Integration der d-Funktion über do muß beachtet 
werden, daß E’ nach (4) von ® abhängt, so daß 

1 2E' 


s 1 
[do ö(#'(w) + ® - D) = IT rannn] Irom-pnöjE| o(m-ı) (13) 


entsteht. Der letzte Ausdruck folgt unter Verwendung von (7) und (1). Somit 
vereinfacht sich (11) zu 


e (d2 En rat 
yon )3r ®=-1 Dersueuweud(l —.E/pn). (14) 


Wie in [234] setzen wir u links neben u und betrachten den entstehenden Aus- 
druck von (14) als Spur einer Matrix, deren Auswertung mit (234.11 und 13) 
sowie mit (222.7 und 12) und p} = m? ergibt: 


Zr üeu’wWeu = ZeSp{(I5 uü)e(iuW)e) = yaW DeSp{p+m)e- 


(p-k+m)e}= ar Er Sp{m?e? + pepe — peke} = on Delm?er 
. (15) 


1 
7 2(p,e*)* u Pie a 2p,e'k,e* + per} - 7m Delz(pie)? = P,k*} 


2 
- 7% [pe + pe” +pt-Ew)]. 


e, und e, sind die transversalen Polarisationsrichtungen, die wir z. B. durch die 
Gleichungen 


_.txp Se 
> Bass t xp = 11 x eı (16) 


einführen können. 
Die Emissionswahrscheinlichkeit ist jetzt mit « = e*/4r 


daR H(&- E/pn)2: 
ya [2 EEE E® pen? + (pen + pt Bol. an 


Beim Einsetzen von (16) in (17) entstehen die Beziehungen 


2 R; txp _ _ IExpl 
Ba pe = (px F) rev : k (18) 
p,=-pll-L% pt=pk£ Ew= Ekjn. 
Berücksichtigung von (7) ergibt 
1 
2 2 &— E)? 
1 | ee. a 


Eipn<1 
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Wegen k > 0 darf nur über den durch (8) begrenzten Winkelbereich integriert 
werden. Nach Einführung von v=p/E, c=1/n und mit 2 = mv/yl — v2 
lautet (19): 


me (arfu-man&ir].| m 


Fr on 


cv<1 


Bei Durchführung der Integration entsteht 


2amclv — c)? > v—-c 1+0 


(1-c)yJ1- v2 Pe -0- en 


245 Photonenemission gebundener Elektronen 


Die Ausführungen von [244] beweisen, daßim Vakuum (mitdem Brechungsindex 
n = 1) keine Photonenemission im Sinne des Graphen ® von (243.1) stattfinden 
kann, da Energie und Impuls nicht gleichzeitig erhalten bleiben. Beim Rechnen 
macht sich das dadurch bemerkbar, daß das entsprechende Element der S- 
Matrix verschwindet. Diese Situation ändert sich entscheidend, wenn Anfangs- 
und Endzustand des Elektrons oder einer von beiden gebundene stationäre 
Zustände im gegebenen Potential sind. Dann nämlich kann der überschüssige 
Impuls vom Bindungspotential (im allgemeinen vom Atomkern) als Rückstoß 
aufgenommen werden. 


Um diesen Vorgang darzustellen, erweitern wir die bisher nur für freie Elek- 
tronen entwickelte Theorie sinngemäß auf gebundene Elektronen dadurch, daß 
wir in dem entsprechenden Graphen 


% 
u 


i (1) 
_ ja [ara ep„eikzrilin -Ey„)t 


TPIEpE 


die gebundenen Zustände U, und Y, einführen, in denen sich das Elektron vor 
und nach der Emission befinden soll. e ist die DirAcsche Matrix für den trans- 
versalen Polarisationszustand e” des emittierten Photons und kann daher durch 


Be=Py,e'= de (2) 


beschrieben werden. Nach Durchführung der Zeitintegration in (1) entsteht 
mit (2) 


2rie 


Ö(E r@ E,) (On Keeritto,) (3) 


für das gesuchte Element der S-Matrix. 
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Die zugehörige Emissionswahrscheinlichkeit wird wieder mit 62 = 6: T/2r 
wie in (234.7) 
1 , 
y= Tr LrelknklSılmp)? 


dt 2 
= | nr I (En + 0 — Bu) Zellqm, Fee tig) 


(4) 


Bei der Integration über df = dA»? dw verschwindet die ö-Funktion, und es 
werden alle Emissionsrichtungen von £ berücksichtigt: 


e (d2 


y=Zz=15 70% re (5) 
4rn ) 2r 


Bei sichtbarem Licht ist A = 2r/|f| groß gegen den Ausdehnungsbereich des 
Elektronenzustands 9,. bzw. 9, im Atom. Daher kann e’itt & 1 gesetzt werden. 
Dann läßt sich (2) mit (133.1) im Übergangselement (3) durch 


@=1i[H, r]_= (2, — E,)t= -iwr (6) 
ersetzen, und (5) vereinfacht sich zu 
e (dQ 5 2 : En 
Y= 77 )3r ® Deletan” mit un (pm, ron). (7) 


Legen wir von den Polarisationsrichtungen e, 1 £ in die r, f-Ebene und e, senk- 
recht dazu, so trägt nur e, zu (7) mit sin2$ = ?/, bei, und die ausgestrahlte Lei- 
stung ist tt 

N=yo=-- sind 20° |tyn|? (8) 


in Übereinstimmung mit der nichtrelativistischen Strahlungsformel (Q 221.6), 
die korrespordenzmäßig in die klassische (von % unabhängige) Strahlungsformel 
de oilım„? _ 2er Tl) 


N 3c3 EEE 7378 Are 9) 


übergeht. (Zerlegt man r(t) = Y!%1,e!”! in Fourierkomponenten, so wird 
=-unl,+2,6, = 21,1%. Daher der unterschiedliche Zahlenfaktor 4 bzw. 2 
in (9)!) 


25  Umwandlungsprozesse höherer Ordnung 


Zusammenfassung: Die Matrixelemente von S, entstehen durch Kombination zweier 
Matrixelemente von S,. Die Graphen werden einfach miteinander verbunden. Dabei ent- 
stehende innere Linien stellen virtuelle Photonen bzw. Elektronen und Positronen dar. 
Ihre Auswertung führt zu dem Ergebnis, daß innere Photonen- und Elektronenlinien durch 
Ausbreitungsfunktionen iD(1,2) und iS(I1,2) dargestellt werden, für die ein relativistisch. 
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invarianter Ausdruck angegeben werden kann. Alle auf diese Weise entstehenden Effekte 
zweiter Ordnung werden systematisch an Hand der zugehörigen Graphen untersucht. Die 
Verallgemeinerung auf die Berechnung der S-Matrix in höherer Ordnung ergibt sich hieraus 
unmittelbar. In Tabelle 255 wird angegeben, wie alle topologischen Elemente irgendeines 
Graphen in entsprechende mathematische Ausdrücke zu übersetzen sind. Die Integration 
über alle Ortskoordinaten dx,...dx, kann sogleich durchgeführt werden. 


251 Streuung mehrerer Elektronen 


Wie bei der einfachen Elektronenstreuung erhalten wir die ‚S-Matrixelemente 
höherer Ordnung durch Kombination derjenigen von erster Ordnung. Dabei 
treten bereits in zweiter Ordnung Wechselwirkungsprozesse auf, an denen zwei 
Elektronen beteiligt sind und für deren Beschreibung der Begriff der S-Matrix 
sinngemäß erweitert werden muß. 


Wir betrachten zunächst zwei Elektronen, die ohne gegenseitige Wechselwir- 
kung im Potential A gestreut werden. Der Anfangszustand wird durch die aus 
den ungestörten Funktionen gebildete Determinante 


75 (dr, (0) %,(2) — md) dr, (2)] a) 


beschrieben. Das Übergangselement in einen entsprechenden Endzustand wird 
wieder als Element der S-Matrix aufgefaßt und lautet dann nach (233.3) 


(F’, Wr) = <pıpa|S|PıPp2> 
= E (dp; (2) dm (2) — Yor(D) Y2;(2); Lin, (D) 42,2) — Wr.(1) vn, (2)]r)- 


Bei der Auswertung entstehen vier Terme. Sie sind paarweise gleich, da sie sich 
nur durch die Bezeichnung I, 2 der Integrationsvariabeln unterscheiden. Somit 
entsteht 


pi pi|SImıpD = <Pil Sp <palSIpd -<PilSir <palSipn- (3) 


yv_ 


(2) 


Bei nichtunterscheidbaren Teilchen tritt also zum üblichen Matrixelement noch 
ein sogenanntes Austauschglied hinzu. Das allgemeine Übergangselement zwischen 
beliebigen Anfangs- und Endzuständen kann ganz entsprechend konstruiert 
werden. An die Stelle der Ausbreitungsfunktion K(I, 2) tritt hier die Funktion 


K(T, 2; 1,2)=- KU, DK, )- KW, 2)K(?), 1). (4) 
Die Verallgemeinerung dieser Gleichungen auf mehr als zwei Elektronen ergibt 
sich analog. 


252 Virtuelle Photonen 


Zwischen zwei Elektronen vermitteln die Photonen insofern eine Wechsel- 
wirkung, als bei dem einen Elektron ein Photon erzeugt und beim anderen 
absorbiert werden kann. Das Matrixelement zweiter Ordnung ohne den Aus- 
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tauschterm (251.3) lautet dann 


t f | A) 1 2 ‚a 1 @ | 
<Pı Pa | Se |PıPp3) = Dal<Pı | Pık> <pak | p2> 9(1,2) + <pa | Pak» <pık | Pı> 6(2,1) 
B—— 9 M———/ı (1) 
= uk + „'k ; 
0 ——- mn 9770 — np 


Wegen der Funktionen 0(1,2) und 0(2, 1) ist im ersten Graphen i, > t, und 
im zweiten t, > t,. Das entspricht genau der in den Graphen dargestellten 
Zeitfolge von rechts nach links und enthält lediglich die Bedingung, daß das 
Photon erst vernichtet werden kann, nachdem es erzeugt wurde. 


Ein solches erzeugtes und wieder vernichtetes Photon wird als virtuell 
bezeichnet. In (1) ist über alle Photonen k summiert, d. h. über alle Wellenzahlen f 
und die zugehörigen, mit der Nebenbedingung (222.11) verträglichen Polari- 
sationsrichtungen. Beide Figuren von (1) lassen sich gemäß 


= —iedx,y* 
4) — 

<pıPpa| S2|PıP> = iDyr (2) 
Br — 


zu einer einzigen zusammenfassen (ohne Bezugnahme auf die Zeitfolge der 
Punkte). Beim Einführen der Übergangselemente (241.2) in (1) zeigt der Vergleich 
mit (2), daß die hier für die „virtuellen“ Photonen eingeführte Ausbreitungs- 
funktion D bei Berücksichtigung der geforderten Zeitfolge durch 


iD,,(1,2) = 0(1,2) Iren dx (2) 44 (2) +92 1) Eren dx (1) Ar (2) (3) 


definiert werden muß. Bei der Summation in (3) werden zunächst nur die trans- 
versalen Photonen berücksichtigt. Die skalaren dagegen werden wegen der 
Nebenbedingung (222.3 und 13) nur gleichzeitig mit den longitudinalen und 
außerdem mit entgegengesetzter Amplitude erzeugt. Aus diesem Grunde muß 
die Summation in (3) über die Polarisationszustände im Sinne von (222.10) 
durchgeführt werden. 


Zur Auswertung von (3) wird (222.4 und 10) verwendet: 


AF= -—A_ et+ikz = — Ir 4 
A V200 IinEnere, 9 (4) 


Damit kann D,, auch durch 


| Du=9.D D = Zıi(200)"'[0 (2, 2)e!tn =) + 0(2, Det!» =] | © 


10 Macke, Quanten und Relativität. 2. Aufl. 
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dargestellt werden. Die weitere Auswertung von D(1,2) erfolgt in [27]. Zu- 
sammenfassend lautet also das Matrixelement (2) 

Dipl Sep) = (-ie® [far dm HN HDIDALIEAY HR. (0) 


Das Matrixelement (1), (2) bzw. (6) gilt zunächst nur für unterscheidbare 
Diracteilchen. Handelt es sich jedoch um die Streuung zweier Elektronen. 
also zweier ununterscheidbarer Teilchen, so muß die Antisymmetrie der Wellen- 
funktion berücksichtigt werden, die, wie bei (251.3) besprochen, zu einer Aus- 
tauschwechselwirkung führt. Das Matrixelement (6) muß dann durch 

(Pi Ppg| Se| PıP2> > <PiP2| Sal Pıp2> — <PaPpıl Sal PıPp2> (7) 


ersetzt werden. 


253 Virtuelle Elektronen und Positronen 


Das S-Matrixelement für die Streuung eines Elektrons wird nach (233.12) 
in zweiter Ordnung durch 


“p|S2Ip) = (-ie? [[Axıdzz J(T) AT) K%(1,2)A(2)Y(2) () 
beschrieben. K® ist die von (232.1) her bekannte Ausbreitungsfunktion 
KO(1,2)=01, 92,442), (2) 


deren spezielle Form zur Folge hat, daß (1) durch 


a) 6) 
Ps = ie lo pl m0(1,2), (3) 


also durch S-Matrixelemente erster Ordnung dargestellt werden kann. 0(1, 2) 
regelt die Zeitordnung, während der Ausdruck (3) im übrigen erkennen läßt, 
daß dieses Element durch Zusammensetzen zweier Graphen erster Ordnung 
entsteht. Die Verbindung zweier Knoten 1 und 2 stellt die virtuellen Zwischen- 
zustände des Elektrons dar, über die summiert werden muß. Sie muß beim 
Rechnen also durch K%(1, 2) ersetzt werden. 


Um in (1) bis (3) die Diracosche Löchertheorie zu berücksichtigen, betrachten 
wir die Graphen 


Be — 


ANEHEREN “ 


—d— 


@'|S,p = 


gemeinsam. Der erste von ihnen entspricht dem oben erwähnten Streuprozeß. 
Im Rahmen der Löchertheorie darf über die negativen Zustände nicht summiert 
werden, da diese besetzt sind. Dafür aber tritt zusammen mit diesem Prozeß 


[253] 25 Umwandlungsprozesse höherer Ordnung 137 


der durch den zweiten Graphen in (4) dargestellte Prozeß auf, der durch Kombi- 
nation der Matrixelemente und Graphen von Tabelle 241 im Rahmen der Löcher- 
theorie entsteht. Während beim ersten Graphen auf Grund der vereinbarten 
Zeitordnung der Knoten 1 links von 2 liegt, was in (3) durch 9(1,2) zum Aus- 
druck kommt, muß der zweite mit (2, I) verbunden werden. Er bedeutet eine 
Paarerzeugung im Streupotential und anschließende Paarvernichtung, wobei 
das Elektron letzten Endes in einen anderen Zustand gerät. 


Beide Forderungen, nämlich im ersten Graphen nur über positive Energien 


zu summieren und im zweiten die Paarerzeugung zu beschreiben, erfüllen wir 
dadurch, daß wir die Ausbreitungsfunktion K(%(1, 2) ersetzen durch die Funktion 


IS(,YI=NLDZUNDI2) +, DENE). (5) 


Sie enthält im ersten Anteil die virtuellen Elektronenzwischenzustände und im 
zweiten die virtuellen Positronenzustände. Ersetzen wir (I) und p (2) nach (241.3) 
durch die Elektroneneigenzustände negativer Energie, so geht (5) in 


1 2 6 
= (1,2), - 0(2,13,), (1) (2) ze (6) 


über. Beide Graphen (4) werden künftig in einem einzigen zusammengefaßt, 
für dessen Knoten keine Zeitordnung mehr vorgeschrieben wird. x, und x, werden 
dann beide über den gesamten Bereich integriert, und die innere Elektronen- 
linie stellt entsprechend (6) die Ausbreitungsfunktion iS(1, 2) dar. Ersetzen wir 
also in (1) K(® durch iS, so ist damit die gesamte Positronentheorie berücksich- 
tigt, und an die Stelle der beiden Graphen (4) tritt ein einziger ohne Zeitordnung. 


Infolge (2) und (6) gilt für die Differenz der beiden Ausbreitungsfunktionen 
KO (1,2) -18(,2)=-2, (1 %p(2). (7) 


Sie befolgt offenbar die homogene Diracgleichung. Da K(” eine Lösung der 
inhomogenen Diracgleichung war, muß iS dies ebenfalls sein. Mit (232.2) folgt 
also 


(pı — m) S(1,2)=ö(1,2) = S(1,2) (p.— m) (8) 


für die neue Ausbreitungsfunktion der Elektronen. Um die Beziehungen (231.18) 
in solche mit S statt K“® zu überführen, bilden wir mit nach außen gerichteter 
Flächennormale 


id daß, S(1, 2) en 2)y.y(2) 
= [da,8(1,2) (BP - pa) d(2) = [d2,6(1,2) y(2)= Yin). 


Dieser Ausdruck wird zunächst mit dem Gaussschen Satz in ein Volumenintegral 
überführt. Genügt d(2) der ungestörten DirAcogleichung, so kann p, durch m 


10* 
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ersetzt werden. Der letzte Ausdruck folgt aus (8). Im Rahmen der Gleichung 
Yin =-ipdot, SL, 2)y„yl2) (10) 


kann die Wellenfunktion also mit Hilfe der ursprünglichen Ausbreitungsfunktion S 
im Innern eines vierdimensionalen Bereichs beschrieben werden, wenn sie an 
den Randpunkten 2 vorgegeben war. Denken wir uns die Randfunktion in Anteile 
positiver und negativer Energie zerlegt, so folgt aus (6), daß der erstere die 
Wellenfunktion (2) nur vom Vergangenheitskegel her, der letztere dagegen 
nur vom Zukunftskegel her und mit umgekehrten Vorzeichen die Wellenfunktion 
ı) (I) bestimmt. Diese Situation erlaubt uns, die Positronen als in der Zeit rück- 
wärts laufende Elektronen negativer Energie aufzufassen. 


Die Regel, alle Graphen höherer Ordnung einfach aus denen erster Ordnung 
von Tabelle 241 zusammenzusetzen, führt nicht in allen Fällen zu der Vorschrift, 
die ursprüngliche Ausbreitungsfunktion K® einfach durch iS zu ersetzen. 
Eine Ausnahmesituation entsteht überall dort, wo in den kombinierten Graphen 
höherer Ordnung geschlossene Elektronenlinien auftreten. Dies ist im Graphen 
von Abb. 253 der Fall. Dieser Graph stellt einen (physikalisch bedeutungslosen, 


9 Eu En De 
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Abb. 253. Vakuumgraph zweiter Ordnung. Die Paarerzeugung und anschließende Vernichtung 
wird durch vorübergehendes Aufgeben eines negativen Energiezustands bewirkt 


siehe [282]) Vakuumgraphen dar, der die Erzeugung und Wiedervernichtung 
eines Paars durch das äußere Feld beschreibt. Integriert wird über alle Orte 
x, und x,. Im Falle t, > t, ist (1,2) = 1. Bei der Elektronenausbreitungsfunk- 
tion S(I, 2) also werden die positiven Zustände mit positiven Vorzeichen berück- 
sichtigt. Die untere Elektronenlinie ist der Umlaufsrichtung entsprechend durch 
S(2,1) zu ersetzen. Hier tritt analog zu (6) für t, >t, wegen der umgekehrten 
Zahlenfolge die negative Summe über die negativen Energiezustände auf. Der 
Gesamtgraph enthält daher einen Faktor — 1. Die daneben in Abb. 253 stehende 
schematische Darstellung der Zustände und Zwischenzustände zeigt aber, daß 
hier ein Übergang entsprechend 


_ _ -_ _ -_ 7- 

ah 2 ee a1 
er Dei En RER, BE 

stattfindet, bei dem kein Vorzeichenwechsel entstehen dürfte. Die gleiche Situation 

tritt bei allen Gebilden auf, die eine rückwärtslaufende innere Elektronenlinie 


enthalten, insbesondere bei allen Graphen mit inneren geschlossenen Elektronen- 
linien von gerader Knotenzahl. Diese müssen daher alle noch mit einem zusätz- 
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lichen Faktor — 1 versehen werden. Geschlossene Elektronenlinien mit ungerader 
Knotenzahl liefern im allgemeinen überhaupt keine Beiträge aus Gründen, die 
in [283] genauer untersucht werden. 


254 Die Effekte zweiter Ordnung 


Nach den Ausführungen von [233] erhalten wir die S-Matrixelemente höherer 
Ordnung dadurch, daß wir die Elemente erster Ordnung wie klassische Wahr- 
scheinlichkeiten zusammensetzen. Das läuft im Rahmen der Graphendarstellung 
darauf hinaus, die Graphen erster Ordnung (243.1) auf alle nur möglichen Weisen 
miteinander zu verknüpfen. Die dabei entstehenden Graphen mit zwei Knoten 
bilden die Gesamtheit aller Elemente der S-Matrix in zweiter Ordnung. Die Zahl 
der Graphen mit zwei Knoten ist bereits erheblich größer als die mit einem, 
so daß man sehr systematisch vorgehen muß, um wirklich alle zu erfassen. Die 
Pfeilrichtung der Elektronenlinien ist einfachheitshalber nicht eingetragen. Bei 
nachträglichem Eintragen entstehen mehrere Möglichkeiten und daher mehrere 
Graphen. 


Zunächst betrachten wir die Graphen: 


SE 


Der erste von ihnen ist ein Vakuumgraph, da er keine äußeren Linien besitzt, 
also ein Übergangselement von der Art (0|S,|0). Derartige Graphen tragen zu 
meßbaren Effekten nichts bei, wie in [282] ganz allgemein bewiesen wird. Alle 
übrigen Graphen erhalten wir aus den Vakuumgraphen dadurch, daß wir eine 
oder mehrere seiner Linien aufbrechen und nach rechts bzw. links abbiegen. 
Außerdem können die freien Photonenlinien noch nach oben weisen, dann stellen 
sie ein äußeres zeitunabhängiges Potential dar. Derartige Graphen sollen aber 
hier zunächst außer acht gelassen werden. 

Durch Aufbrechen der Photonenlinie im Vakuumgraphen (1) entstehen die 
übrigen drei Graphen von (1). Die ersten beiden sind Vakuumübergänge vom 
Typ <0| S,|kk') und <kk’| S,|0). Der letzte von ihnen beschreibt die Selbst- 
beeinflussung eines Photons durch virtuelle Paarbildung, siehe [285]. 


Beim Aufbrechen einer Elektronenlinie des Vakuumgraphen (1) entstehen die 


Graphen 
| | | a az (2) 


Die ersten beiden werden wieder als Vakuumübergänge außer acht gelassen und 
der letzte beschreibt die Selbstbeeinflussung eines Elektrons durch virtuelle Erzeu- 
gung eines Photons, siehe [284]. Beim Aufbrechen beider Elektronenlinien des 
Vakuumgraphen (1) entstehen, abgesehen von zwei Vakuumübergängen, die 
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sogleich fortgelassen werden, die Graphen 


Eu EB w4 a # 
o-® ® © (3) 
Es AN 5A iS 
_— — — 
Der erste von ihnen beschreibt die Wechselwirkung zweier Elektronen oder, 
je nach Durchlaufrichtung der Elektronenlinien, von zwei Positronen oder von 
Elektron und Positron. Im letzteren Falle tritt zusätzlich der zweite Graph 
von (3) auf, der einen Beitrag zur Wechselwirkung durch virtuelle Paarvernich- 
tung und Wiedererzeugung liefert. Der dritte Graph beschreibt den möglichen 
Zerfall eines freien Elektrons in ein Elektron und ein Paar, kann aber aus den 
in [244] angegebenen Gründen keine von Null verschiedenen Matrixelemente 
liefern, da die Erhaltung von Energie und Impuls nicht gegeben ist. Der letzte 
Graph (3) tritt aus dem gleichen Grunde nicht auf. Er beschreibt einen ‚‚Dreier- 
stoß‘‘ zwischen einem Elektron und einem Paar. 


Beim Aufbrechen je einer Elektronenlinie und einer Photonenlinie im Vakuum- 
graphen (1) entstehen, wieder abgesehen von zwei Vakuumübergängen, die 


Graphen y F 
EEE ER Fe Da 


Der erste beschreibt die Paarerzeugung beim Stoß zweier Photonen. Dieser Effekt 
tritt tatsächlich auf, kann aber praktisch kaum beobachtet werden, da hierzu 
eine sehr hohe Photonendichte erforderlich wäre. Die Energie der beiden Photonen 
muß natürlich ausreichen, um die Ruhenergie 2mc? des Paars zu liefern. Es 
handelt sich hier.um einen typisch quantenmechanischen Effekt, da sich nach 
der klassischen Strahlungstheorie elektromagnetische Wellen ohne gegenseitige 
Beeinflussung linear überlagern. Der zweite Graph (4) stellt den Umkehrprozeß 
dar, die Paarvernichtung beim Stoß zwischen Positron und Elektron unter Aus- 
sendung von zwei Photonen. Für die letzten beiden Übergänge von (4) gilt das 
gleiche wie für die letzten beiden von (3). Weiter treten noch die Graphen 


Hr Ef 


hd (5) 
6 u 

auf. Die ersten beiden beschreiben den Stoß zwischen Photon und Elektron 
beim Comproneffekt. Dieser wird in [26] ausführlich behandelt. Die letzten beiden 
sind wieder aus den gleichen Gründen verboten wie die entsprechenden von 

(3) und (4). 
Schließlich wäre noch der Fall zu untersuchen, daß alle drei Linien des Vakuum- 
graphen aufgebrochen sind. Dann entstehen Graphenbilder, bei denen die beiden 
Knoten des Graphen nicht mehr durch Linien miteinander verbunden sind. 
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Für die Auswertung hat dies zur Folge, daß auch die zugehörigen Integrale 
über dx, und d«, separierbar sind. Derartige Elemente von S, können also stets 
als unabhängige Produkte zweier Elemente von S, dargestellt werden. Sie be- 
schreiben daher zwei unabhängig voneinander und möglicherweise an ganz ver- 
schiedenen Orten stattfindende Vorgänge zwischen voneinander verschiedenen 
Teilchen und enthalten somit nichts Neues. 


Von den Graphen zweiter Ordnung mit äußerem Potential sind vor allem 


die Graphen 
dt » 


von Interesse. Die ersten beiden beschreiben die Streuung eines Elektrons im 
Potential bei gleichzeitiger Photonenemission, also die als Bremsstrahlung be- 
kannte inelastische Streuung des Elektrons. Der dritte Graph beschreibt die 
Paarerzeugung durch ein Photon beim Stoß auf ein äußeres Potential, also einen 
ähnlichen Effekt wie der erste Graph von (4). Der letzte Graph enthält den 
umgekehrten Übergang, beschreibt also die Paarvernichtung unter Erzeugung 
eines Photons beim Stoß von Elektron und Positron auf das Potential. Dieser 
Effekt ist als Dreierstoß kaum beobachtbar, wohl aber, wenn das Elektron sich 
bereits gebunden im Potential befindet und nur das Positron einläuft. 


255 Allgemeines Graphenschema 


Das im letzten Abschnitt durchgeführte Verfahren zur Darstellung der S- 
Matrix in der Ordnung e? ist verallgemeinerungsfähig. Die Elemente S,„ der 
S-Matrix von der Ordnung e” erhalten wir durch Aufzeichnen aller Graphen 
mit n Knoten. Die Auswertung dieser Graphen nach den üblichen Regeln liefert 
die jeweils gesuchten Matrixelemente, aus denen sich die übrigen meßbaren 
Größen, wie in [121] besprochen, berechnen lassen. 


Im allgemeinen interessiert man sich für die Beiträge der S-Matrix zu einem 
ganz bestimmten Prozeß, bei dem Teilchen in gegebenen Anfangszuständen in 
andere Teilchen in gegebenen Endzuständen übergehen. Ein derartiges all- 
gemeines Matrixelement beschreiben wir symbolisch durch 


<PiPpz .: kıkz ..|S|PıPpz -- kıka >= , .. 
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In den schraffierten Bereich denken wir uns nacheinander alle nach den Regeln 
des letzten Abschnitts konstruierbaren Graphen eingetragen und zusammen- 
gezählt. Zum Beispiel besteht das Matrixelement von S für die Selbstbeeinflussung 
eines Photons aus den Graphen 


ws Ye 
Fr 


.—o 
Ri OO + BEN I IR (2) 


und solchen höherer Ordnung. 


Nachdem also zur gegebenen Fragestellung in (1) alle Graphen bis zur jeweils 
interessierenden Ordnung e” (n = Knotenzahl) in (1) eingetragen sind, beginnt 
die mathematische Auswertung. Alle durchgehenden Linien ohne Knoten ver- 
sehen wir entsprechend (233.7 und 8) mit ö,, bzw. ö,,. Dann numerieren wir 
alle Knoten mit 1, 2,..., n und versehen sie mit den Faktoren —iedx,y, 
—iedzyy ,... Alle von rechts einlaufenden Linien, die in Knoten enden, ersetzen 
wir durch U, @ oder A ‚alle nach links auslaufenden durch ), p bzw. A*. Innere 
Photonen- und Elektronenlinien versehen wir mit den von (252.5) und (253.6) 
her bekannten Ausbreitungsfunktionen iD(I1,2) bzw. iS(1,2), wenn die Pfeil- 
richtung der inneren Elektronenlinie von 2 nach I weist. Anschließend wird 
über alle Ortskoordinaten integriert. 


Für die Durchführung dieses Verfahrens besitzen die Ausbreitungsfunktionen 
D und S in (252.5) und (253.6) noch eine zu unhandliche Form. Die weitere Be- 
handlung in [271] bis [273] zeigt, daß sie durch die invarianten Ausdrücke 


D(1,2)= (m + DY'6(1,2) = (m — KR) "6(1,2) 
8(1,2) = (p- m)"!ö(1,2) = =: (1,2) (3) 


!_ me 


K>MW— ie m>m-—ie €e>0 W=0 


dargestellt werden können. Diese Ausdrücke sind so zu verstehen, daß die 
ö-Funktionen durch ihre Fovrierdarstellungen 


(1,2) =[ . e-iplan-2,) (4) 
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ersetzt werden. Dann gehen unter dem Integral die Differentialoperatoren D 
und p in die Integrationsvariabeln — k2 und p = y„p“ über. Die Ausdrücke sind 
zunächst vieldeutig, weil die Integranden Singularitäten besitzen. Sie werden 
eindeutig durch die Vorschrift, alle auftretenden Massen, die (an sich verschwin- 
dende) Photonenmasse u, und die Elektronenmasse m, mit je einem kleinen 
negativ imaginären Zusatz zu versehen. Die invariante Form (3) der Ausbrei- 
tungsfunktion vereinfacht die Auswertung der Graphen sehr wesentlich. 


Die mathematische Auswertung der Graphen kann somit nach Tabelle 255 
erfolgen. 


Tabelle 255 Mathematische Bedeutung der Graphenelemente 


Öpp Öp'p 
k! mm Ör ÖR’k 
10—— >» y(d) = O-"ku(p)eirn u(p)/YO 
10—— >» | -3.M=-- Du (pet ee 
1 mem k Ay (1) = Au(k) eies \ A,(k)= 
km 1 Ay(1) = Au(k) eikzı r Terern 
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Is eat i8(1,2)=i(P - m) (1,2) i(2r)-tdp(p— m)! 
SR. iD(1,2)=i(ug - ka) "6(1,2) i(2r)*dk(u2 — kr)! 
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Symmetrie 1/g 1/y 


In der linken Spalte sind alle topologischen Elemente der in (1) vorkommenden 
Graphen angegeben. In der mittleren Spalte ist deren mathematische Bedeutung, 
wie besprochen, hinzugefügt worden. Die vorletzte Zeile soll daran erinnern, 
daß mit jeder geschlossenen Elektronenlinie (gerader Knotenzahl) ein Faktor — 1 
hinzutritt. 


Die letzte Zeile soll an folgende Besonderheiten erinnern: Geht ein Graph beim 
Vertauschen zweier Knoten wieder in sich selbst über, wie das bei dem Vakuum- 
graphen zweiter Ordnung von Abb. 253 der Fall ist, so liefern die beiden Fälle 
t, > t, und t, < t, das gleiche Ergebnis, das aber wahrscheinlichkeitstheoretisch 
nur einmal vorkommen darf. Ein solcher Graph muß daher mit einem Faktor !/, 
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versehen werden. Bleibt ein Graph invariant bei insgesamt g Permutationen, so 
muß er mit einem Faktor 1/g versehen werden. 


Außerdem gelten für die Auswertung der Graphen noch folgende Regeln: 
Vierervektoren werden längs der Photonenlinien verknüpft, Spinoren und Spinor- 
matrizen längs der Elektronenlinien, und zwar stets deren Pfeilrichtung entgegen. 
Auftretende Faktoren Ö und 7’ können auch fortgelassen werden, da sie in den 
meßbaren Größen wie y, o und AE nicht vorkommen. Geschlossene Elektronen- 
linien gerader Knotenzahl werden mit einem Faktor —1 versehen. Graphen, die 
geschlossene Elektronenlinien mit ungerader Knotenzahl enthalten, können ge- 
strichen werden, siehe [283]. Beiäußeren Photonenlinien mit Zuständen zirkularer 
Polarisation muß wegen e,+ ef zwischen A*(k) und A-(k) unterschieden werden. 
Einschaltfunktionen wie 6(I), die bei t, = 0 bzw. t, = T die „Elektronenladung 
einschalten bzw. ausschalten‘, können bei Streuprozessen durch Sprungfunktionen 
dargestellt werden. Bei der Untersuchung stationärer Vorgänge, insbesondere bei 
der Berechnung von Wechselwirkungsenergien A E, müssen sie durch quasistatisch 
ein- und ausschaltende Funktionen ersetzt werden. 


Die Angaben der Tabelle lassen erkennen, daß bei jedem Knoten ‚I‘ drei 
von I abhängige Exponentialfunktionen stehen. Dies ist sofort erkennbar, wenn 
die am Knoten einmündenden Linien äußere Linien sind. Es gilt aber auch, 
wenn man die in den Ausbreitungsfunktionen auftretenden ö-Funktionen durch 
ihre FovrIErdarstellung (4) ersetzt. Die am Knoten von Tabelle 255 eingetragenen 
Symbole p’, k und p kennzeichnen dann bei äußeren Linien die Zustände der 
betreffenden Teilchen, bei inneren Linien die Integrationsvariabeln der be- 
treffenden Ausbreitungsfunktion, in anderen Worten also: die Zustände der 
virtuellen Teilchen. Die besonders einfache Ortsabhängigkeit hat zur Folge, 
daß alle Integrationen dx,,da,,...,dz, an den Knoten I, 2, ...., n sofort 
durchgeführt werden können. Sie ergeben an jedem Knoten eine vierdimensionale 
ö-Funktion, die die Energie- und Impulsbilanz zwischen p', k und p an dem be- 
treffenden Knoten enthält. Nach Durchführung der Ortsintegrationen verbleiben 
nur noch vierdimensionale Impulsintegrationen dp, dk, ... über die inneren 
Linien. Die dritte Spalte von Tabelle 255 gibt an, welche Größen den topologischen 
Elementen der Graphen nach Durchführung der Ortsintegrationen zugeordnet 
werden müssen. Die Angaben dieser Spalte erlauben uns, künftig jeden Graphen 
sofort in der Impulsdarstellung anzugeben. 


Bei der Berechnung von Graphen höherer Ordnung ist die Auswertung der 
komplizierten Impulsintegrale und Spinormultiplikationen (längs der Elektronen- 
linien) oftmals nicht einfach. Grundsätzliche Regeln für ihre Durchführung werden 
in [27] angegeben. Außerdem kommt es gelegentlich vor, daß einige der Impuls- 
integrale divergent sind. Wie hier zu verfahren ist, wird in [28] untersucht. 
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26 Der Comrronefiekt in zweiter Ordnung 


Zusammenfassung: Das in [24] und [25] allgemein entwickelte Verfahren zur Berech- 
nung der Matrixelemente und Übergangswahrscheinlichkeiten über das Graphenschema wird 
am Comrroneffekt unter Berücksichtigung der Elemente zweiter Ordnung durchgeführt. 
Zunächst soll die elementare Beschreibung des Effekts einen Überblick über die physikalische 
Situation geben. Bei der quantenmechanischen Berechnung treten in zweiter Ordnung 
zwei Graphen auf, die in (262.1) dargestellt sind. Sie liefern die KLeın-Nısuina-Formel für 
den Wirkungsquerschnitt in invarianter Form. Im Integranden tritt eine Matrixspur auf, deren 
Auswertung keine grundsätzlichen Schwierigkeiten bereitet, wenn man sie systematisch durch- 
führt. Der entstehende Wirkungsquerschnitt stimmt für kleine Lichtfrequenzen » mit dem 
klassischen Wirkungsquerschnitt überein. Bei hohen Frequenzen w jedoch fällt o monoton ab, 
weil dann das elektrische Feld des Photons keine resultierende Kraftwirkung mehr auf 
das Elektron ausübt, das man sich über einen Bereich m”! verschmiert vorzustellen hat. 


261 Elementare Beschreibung 


Das allgemeine Verfahren zur Beschreibung von Wechselwirkungsprozessen 
zwischen Elektronen und Photonen, das in den letzten Kapiteln entwickelt 
wurde, soll nunmehr auf ein einfaches Beispiel angewandt werden. Als solches 
Beispiel wird die als ComrToneffekt bezeichnete Streuung eines Photons 
an einem Elektron behandelt, die in zweiter Ordnung durch die beiden Graphen 
links in (254.5) dargestellt wird. Um die physikalischen Gesichtspunkte der 
ComPpTonstreuung nicht aus dem Auge zu verlieren, wird der Prozeß elementar 
betrachtet und in vollen Einheiten 7, c, &, + 1 dargestellt. In Abb. 261 wird 


0) 
—>@® Abb. 261. Comproneffekt (Photonenstoß 
auf ruhendes Elektron) 


p’ 4 


ein von links mit der Wellenzahl f einlaufendes Photon betrachtet, das mit einem 
ruhenden Elektron (p = 0) in Wechselwirkung gerät. Nach dem Stoß bewegt 
sich das Photon mit verändertem Vektor f unter dem Winkel 9 gegen die 
ursprüngliche Richtung, und das angestoßene Elektron bewegt sich mit dem 
Impuls p’. 

Zwischen Impuls p und Energie E des Elektrons und zwischen Wellenzahl 
und Frequenz des Photons besteht jeweils der Zusammenhang 


E = cY(mo)?+ 2? o=elt] (ı) 


vor wie nach dem Stoß. Die Bedingung dafür, daß das Elektron vor dem Stoß 


ruht, kommt in 
p=0 E=md& (2) 
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zum Ausdruck. Impuls und Energie sollen beim Stoß erhalten bleiben, die zu- 
gehörigen Bedingungsgleichungen sind 

p+ht=p'+HAr E+ho=E'+huw. (3) 

Nach der Energiebilanz (3) gilt für die Elektronenenergie E’ nach dem Stoß 

E”" = (E + h(o — @')) = (mc? + h(w — w'))” 

= (md) + 2meh(® — w') + (wo — w')*. 


Beachtet man E’ = cY(mc)? + p’? und berücksichtigt für p’ den Impulssatz (3), 
so folgt 


(4) 


E'" es ce [(mc)? as p'?] Pe (mc?)? + n2c®(t Apr fr) 


5 
= (me?)? + A(o® + 0? — 2ww' cosd). A) 

Der Vergleich von (4) und (5) liefert die Bedingungsgleichung 
how (1— cosd) = me(w — w'). (6) 


In dieser Gleichung ist w gegeben. Die Photonenenergie »’ nach dem Stoß ist 
somit eine Funktion des Ablenkwinkels ®. 


Bei Auflösung nach w' entsteht 


’ ho 
ho’ =, (kafme‘) = 0088) m 


für die Photonenenergie nach dem Stoß. Sie kann höchstens gleich der Anfangs- 
energie hw sein, nämlich im Falle #=0, wenn also keine Streuung stattfindet. 
Am kleinsten aber wird (7) für =, also bei vollständiger Richtungsumkehr 


des eingefallenen Photons, weil dann die auf das Elektron übertragene Energie 
am größten ist. Dieser Minimalwert ist ho’ = ho[l+ 2hw/me?]"!. 

Auch der Wirkungsquerschnitt o für einen solchen Prozeß läßt sich klassisch 
abschätzen: 


N n=-2 (E+2®)- € E=E,coswt. (8) 


= — 
nc 


Dabei ist c die Geschwindigkeit des einfallenden Photonenstroms, also die Licht- 
geschwindigkeit, und n die Energiedichte. Sie vereinfacht sich, weil bei der Licht- 
welle die elektrische und die magnetische Energiedichte gleich groß sind. N ist 
die in der Zeiteinheit vom Elektron aufgenommene und wieder abgestrahlte 
Energie. Nach der klassischen Strahlungstheorie, siehe (245.9), ist 
Eu 38: 1 2e? =z 

N-f8d- 357 (9) 
t bedeutet den Ort des punktförmig gedachten Elektrons, das sich nach dem 
mechanischen Grundgesetz unter dem Einfluß der elektrischen Kraft e& bewegt. 
Bei kleinen Geschwindigkeiten r kann die magnetische Kraftwirkung vernach- 
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lässigt werden, und es gilt 
12 — (e/m)? &. (10) 


Aus der Zusammenfassung dieser Gleichungen entsteht für den Wirkungsquer- 
schnitt (8) der Ausdruck 


sr e? 2 8n 9 _ 8 95 
er (Ss) =; n are. (11) 


Hierbei bedeutet x die SomMeRFELDsche Feinstrukturkonstante, A, die COMPTON- 
länge und r, = e2/&re,mc? den klassischen Elektronenradius, dessen Quadrat 
offenbar für die Größenordnung des Wirkungsquerschnitts maßgebend ist. Eine 
detailliertere Untersuchung der klassischen Ausstrahlung ermöglicht auch die 
Angabe der partiellen Wirkungsquerschnitte für verschiedene Winkel ®. 


262 Auswertung der Graphen 


In zweiter Ordnung wird das Element der S-Matrix nach (254.5) durch die 
beiden Graphen 


<p' k' | S,|pk> = 9 —d—e + 8 — de (1) 


a N k ns > k 


dargestellt. Für den ersten Graphen gilt mit den Einsetzungen von Tabelle 255 


ry! u ! &(k' = 1 t ESS _ 
ROLAND 3 En el I Eu ZT 


e(k) u(p) 2 
Y20o Yo 2) 


- dp” (pP — m)" (—ie) (2r)!ö(p’— Pk) 
-ie (2x) 
ee u, 
202 Yo w' 
Der zweite Graph (1) geht aus dem ersten durch Vertauschung von k und —k' 
sowie von &' und e hervor. Beide werden in 


(p + k'— p— k)üfp')&(k') (p+k— m)"e(k)u(p). 


- ie? (2r)* 


ö(p' + k'— p— k)ü(p') Mu(p) (3) 


'k'|S,|pk) = 
p | alpk) 20: Yow' 


zusammengefaßt, wenn für die Spinormatrix M 
M=e(k')(p+k—m)-!e(k) + e(k) (p- k’- m)! e(k‘) (4) 


gesetzt wird. Hier werden nur linear polarisierte Photonen betrachtet. Dann 
darf wegen e* = e, stets & = e gesetzt werden. 
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Der zugehörige Wirkungsquerschnitt ist nach (121.19) mit c = 1 und W) = 1/Ö 


wT 
0 = 37 Dir,o,s\xp'k' | Sz|pky?. 


(5) 


Hierbei wird über alle Endzustände &' und p’ summiert und über die beiden 
Anfangszustände des Elektronenspins gemittelt. Beim Einsetzen von (3) in (5) 
sowie bei Durchführung der Summationen ist zu beachten: 


O2df’dp’ öT 
Dir, p -| ae Ver,s' °(. .)= Arya öl 


Dann entsteht der von Ö und 7 unabhängige Ausdruck 


el 


Wir zerlegen die ö-Funktion in 
öp'+k—-p-k=ölE+W—-E-o)öp+f-p-H (8) 


und integrieren (7) über die Elektronenimpulse p’. Die anschließende Integration 
über die Photonenimpulse zerfällt in d!’ = d2k?dk =d2 oda. 


ie (6) 


df’dp’ö(p'+k'— 
20w' 


gb Ders',s |WMul?. 


(7) 


Zwischen Energien und Impulsen gelten die Beziehungen 
p=0 E=m y=t-f 


Ze ar e (9) 
E'= Ym?+ tt!’ = — Ym? + 0: + @?—- 200 = aa: ; 


Hieraus folgt für die Integration der letzten re 


Ai So E' 
B Bo a mo N 
" m+o®-wl mo ” I m+o-ot 
aus (261.7), so daß der Wirkungsquerschnitt durch 
‚,‚(WMuüMu') (11) 


dargestellt wird. 
Ähnlich wie in (234.10) nehmen wir u’ in (11) nach rechts herüber und stellen 
die Spinsummen als Spur einer Matrix dar: 
%, ,(@MuaMu') = Sp[M (Yun) Mu W)). (12) 
Die nur über Elektronenzustände positiver Energie laufenden Summen sind von 
(234.11) her bekannt: 
Zua- Pt Zu Ir. (13) 


[263] 26 Der Comproneffekt in zweiter Ordnung 149 
Der gesuchte Wirkungsquerschnitt erhält jetzt die Form 
1 2 "\2] 2 

0-25 (m) [a2 () Spt + m Mp+m). (14) 
Auf der rechten Seite steht neben d@ der partielle Wirkungsquerschnitt. o’ ist 
wegen (10) eine Funktion »’(£). 
263 Auswertung der Spur 

Nun muß die Spur 


T='/,Sp{M(p+m)M(p’-+m)} mit p=p+k-k a) 


im Wirkungsquerschnitt (262.14) ausgewertet werden. Dabei ist systematisches 
Vorgehen außerordentlich wichtig, weil sonst Ausdrücke entstehen können, die 
einige tausend Terme enthalten. Mit (P— m)! = (P-+ m)/(P2 — m?) wird M von 


(262.4) durch 
p+k+m 


p-k'+m 1 
(Pa + ka)? — m? 2) 


1 
2: (3 ma © 


e+e 


ersetzt. M unterscheidet sich von M nur in der Faktorenfolge, also in e und e', 
da alle Matrizen p, k, k’, e und e’ selbstadjungiert sind: 


a = = Te wer = = Pen (8) 
Die Nenner von (2) und (3) vereinfachen sich zu 
(Pı + ky)? — m? = 2p;k* (Bi — ka)? — m’ = — 2p;Kk" 
wegen »—-m=-0 und Z=-kK?=-0._ 
Außerdem ist mit (212.15) 
[e, pl = 2&,p*= 2(0, e) (m, 0)=0 [e', pl, =0. (5) 


Hieraus folgt für e wie auch für e’ 


(p+m)e(p+ m) = —e(p — m) (p+ m) = —e(p?— m?) em -m)=0. (6) 


Beim Einsetzen von M bzw. M in (1) können daher alle in M bzw. M enthaltenen 
Terme p + m nach rechts bzw. links zu dem Faktor p + min (1) hindurch- 
getauscht und zum Verschwinden gebracht werden. Unter Beachtung von (4) 


können M und M dann in der vereinfachten Form 


e’ke ek’e’ = eke e’k’e 
1 M’ 
z 2p;kA  2p7k'} 


(7) 


in T eingesetzt werden. 
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Zur weiteren Auswertung zerlegen wir 7 in 
T,="/,Sp{M’(p + m)M’(p + m)} 


2 8 
T,='/,Sp{M’(p+m)M'(k-k')} (8) 


T=-T,+T, 


und berechnen zunächst T,. In Erweiterung von (6) beachten wir die Formel 
(p + m) eke'(p+m)=-e(p—m)ke'(p+m) 
= -e{[p, kl, - k(p+ m)}e'(p+ m) = -e(2pk)e'(p-+ m). 
Mit ihrer Hilfe entsteht 
(p+m)M(p+m)=-(ee+ee)(p+m)=-(2e,e)(p+m), (10) 
und T, vereinfacht sich zu 


(9) 


e'’ke ek’e’ 


1 
T,=— 2er, Sp{M’(p + m)} = — ehe" Sp (( tar 


\e+m}. «an 


Beim Ausmultiplizieren stehen neben m stets drei Matrizen, deren Spur nach 
(234.13) bzw. (274.11) verschwindet. m kann also gestrichen werden. Wir setzen p 
nach links herüber, tauschen es mit (5) an e’ bzw. e vorbei und setzen letztere 
ans rechte Ende der Spur: 


1 pkee’ pk’e’e 
T,= ehe" 4 sp | tim I (12) 


Schließlich beachten wir 
Sppke’e= +Spepke’= — Sppeke’ = +Sppkee’ 
= 1, 8p(pkfe, e'],) = e),e' Sppk = del" pjk (13) 
und den entsprechenden Ausdruck für k’ statt k. Im dritten Gleichheitszeichen 


wurde berücksichtigt, daß wegen der Transversalität der Anfangs- und End- 
zustände die Gleichungen 


[e,k], = 2, =0 [e’, k’], = 2e5k = 0 (14) 


folgen, die es ermöglichen, e an k und e’ an k’ vorbeizutauschen. Mit (13) geht 


(12) über in: 
T, = 2(e),&)? = 2(e'e)?. (15) 


In (8) bleibt noch auszuwerten der Term: 


1 e'ke ek’e’ eke  e’ke F 
n=7 sp | 2p; kA * aller; Zr) (E-E)- (16) 


m wurde wieder fortgelassen, weil neben m eine ungerade Zahl von Matrizen 
auftritt, deren Spur verschwindet. 
Mit (5) und (14) lassen sich zunächst die Umformungen 
e’kep= - e'kpe= — 2p,e'e+e'pke= — 2p,kte'e—e'pek 
ek’e'p= — ek'pe’ = — 2p,k’*ee' + epk’e' = — 2pk’"ee'—epe’k’ (17) 
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durchführen, mit deren Hilfe man die folgenden Terme von (16) auswerten kann: 


"kepeke’(k-Kk) e’eeke’(k — K') e'pkeeke’(k—K’) 
Sp“ 28 
p (2, KA)? . Pykk FR (p2kA)? 
e'’ke'’k— e’ke'k’ 
= 2Sp PR, 
ek’e'pe'k’e(k — k') ee’e'k’e(k— K') epk’ee’k’e(k—K') wa 
a 26 —+$ > = 
a: (pak’R)? pP Pp;k'} "BD (D,kr) 
o ek’ek—ek’ek’ 
= 2Sp Prk’ 
Im zweiten Gleichheitszeichen wurde jeweils e® = g? = —1 benutzt und 
keek= dl =0 keek'=e?k?=0. (19) 


Bei der Berechnung der restlichen Terme von (16) wird wieder (17) verwendet 
und die Tatsache, daß man in Spuren die Matrizen zyklisch vertauschen darf: 
S m geonekek e'’kepe’k’ek a! 
P | waRr) (Duke) Tp2la) (Duke) (pa) (Duke) (Pak?) (Pak) 
— Sp (( 2ee’eke’k epe’k'eke'k )- e'peke’k’ek’ 


PR (prkA) (puk®)) (pr kr) (Puk'“) 
‚.epe’k’eke'k _ Ben er)! a 
(pakP) (puk'r) | Pk U (pikR) (puk’) 
Sp I- 2e'ke'k — 
Pk Pjk'* 


Im letzten Gleichheitszeichen wurden die Ausdrücke, die sich nicht kompensieren, 
mit ee’ = [e,e']; — ee = 2&e* — e’e und 


Speke'k= — Speek?=0 Spe’'k’ek’ = —- Spe'ek'?=0 (21) 
vereinfacht. Damit bleibt für den Anteil 7’, der Spur (1) 


1. fekek ekek) Igfkukr Kukn 
2 sp ZU PakA E | Pık® prkA ) 22 
Mit den Beziehungen zwischen Energien und Impulsen 
120 KR 0 :_m2-0 2_m=0 
MM 2 Pu Pu (23) 


DE — m’ = (p,+ ku— k,)?— m? = 2(p,kt — p,k'"— k,k'") = 0 


wird k„k'# in (22) durch p„k* — p,k'" ersetzt. Dann ergeben T', und 7’, zusammen 


r 1 ku k'n 
7-2 [er + (+ 2 2)] (24) 


für die Spur des Wirkungsquerschnitts (262.14). 


ll Macke, Quanten und Relativität. 2. Aufl. 
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264 Wirkungsquerschnitt 


Nach Auswertung der Spur in [263] kann der Wirkungsquerschnitt sofort 
angegeben werden. Mit o aus (262.14) und T=T, + T, aus (263.24) entsteht 


zunächst 2 A s > : 
ul w r zun2 Pu Dukt 
= Le () fae( © [(e e 4 (Die + DzkA 2)] Ü) 
Da vorausgesetzt wurde, daß das Elektron vor dem Stoß ruht, wird 
Pu= (m, 0) Puk# =M@ p;k” =mW', (2) 
und für den Wirkungsquerschnitt gilt mit e,e* = -e’e (Transversalität) die 
KLeıv-NisHInA-Formel 
\2 ı\2 LES 2 
o-2.(z) Jaa() [er (3) 


Vor Durchführung der Summation über e’ beschreibt sie den Wirkungsquerschnitt 
für gegebene Anfangs- und Endpolarisation des Photons, wobei über die mög- 
lichen Spinorientierungen des Elektrons gemittelt wurde. 


Oftmals interessiert die Polarisationsrichtung der Photonen nicht. Dann 
wird (3) über die Anfangspolarisationen e gemittelt und über die Endpolarisationen 
e' summiert. Wir wählen als Polarisationsrichtungen zweckmäßig 


_ _txf Le ; ee 23 
Hure 3 RL TeT ARTE (4) 


Dann entsteht für den e-abhängigen Term in (3) 
Ya Der, e (eu)? = Ya Der,e(e'e)’ = "a {(eieı)? + (eren)?+ (ege)?+ (egen)?}- (5) 
Die einzelnen Glieder ergeben 


| == 0 
' -( x) " n) an er (6) 
“armen Me Ann 


So entsteht 


Yadie,elee’?-Y,(l+ 2) =',(l +c0s’d), (7) 
und der zugehörige Wirkungsquerschnitt ist 
_1/o&\? w' \2 2 (o' — w)? 
ol e) 


Bei niedrigen Photonenenergien w/m < 1 ist wegen (261.7) auch die Frequenz- 
änderung gering, so daß w’ » w gesetzt werden darf. Dann vereinfacht sich (8) zu 


on,(4) faau+9=3(&)4r(1+3)- en (9) 


m 


und es entsteht der von (261.11) her bekannte klassische Wirkungsquerschnitt.. 
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Um den totalen Wirkungsquerschnitt zu berechnen, muß in (8) die Integration 
über den Raumwinkel noch durchgeführt werden. Dazu wird aus (261.7) 


f 1 
—-1, u=ß(l-)) B=-— C=cos#® (10) 
eingeführt. Das Raumwinkelelement lautet dabei dQ = 2rd£. (8) geht dann in 
1 1-29) 
a2) je te 2 


über. Beim Ersetzen von £ in (10) durch‘ entsteht 


re in ze 
--e+7)+ Seal), 


womit das en (11) die Form 


(12) 


a) Taulg+ let 


erhält. Die Integration ist nun einfach durchführbar: 


0-3 (=) 5(1- retten) 


o= 


2 2 2 (4) 
+17 Fjma+2A+z- 
Sie liefert 
1+ß 
+2 + te] N 


] mit B=— 


als totalen Wirkungsquerschnitt für den ComPrTonxeffekt. 


Der Verlauf des Wirkungsquerschnitts in Abhängigkeit von der Anfangs- 
frequenz ist in Abb. 264 wiedergegeben. In der Grenze niedriger Lichtfrequenzen 
entsteht 


& \2 
ß<l > (=) (16) 
und damit wieder der klassische Wirkungsquerschnitt. Bei größeren Werten 
von ß nimmt der Wirkungsquerschnitt ab und geht für große ß asymptotisch in 


B>1 a Zu (17) 


11* 
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über. Dieses Verhalten läßt sich anschaulich folgendermaßen begründen: Das 
Elektron der Quantenmechanik kann man sich vorstellen als verschmiert über 

einen Bereich von der Grö- 
MO Our Benordnung seiner COMPTON- 
länge m-!. ‚Sobald die Licht- 
frequenzen >m werden, be- 
finden sich im Bereich m! des 


08 1 


061 

Elektrons viele Wellenzüge des 
041 . 2 
* Lichts mit entgegengesetzten 


ri Amplituden, die sich in ihrer 
P-r Wirkung kompensieren. Damit 


wird verständlich, daß die Stoß- 
Abb. 264. Wirkungsquerschnitt beim ComPprosxeffekt 


wirk des Photon fd 
in Abhängigkeit von der Energie des einfallenden en = Ben, 
Phiokons Elektron mit wachsender Fre- 


quenz nachläßt. 


en a | 10 0° 70° 


27 Weitere Auswertung der Graphen 


Zusammenfassung: Die zu den inneren Linien von Graphen gehörenden Ausbreitungs- 
funktionen D(1,2) und S(I,2) werden ausgewertet und gemeinsam mit anderen Ausbrei- 
tungsfunktionen invariant dargestellt. Damit können alle Ortsintegratioenen im Graphen 
einfach durchgeführt werden. Bei der weiteren Auswertung müssen oftmals Spuren kompli- 
zierter Produkte von y-Matrizen berechnet und mehrfache Impulsintegrationen ausgeführt 
werden. Hierfür werden allgemeine Formeln und Regeln abgeleitet. 


271 Berechnung der Funktionen D und 8 


Bei der mathematischen Auswertung eines bestimmten Graphen treten eine 
Reihe von Fragen auf, die sich generell beantworten lassen. Hierher gehört 
die Berechnung der Ausbreitungsfunktionen D und S, die durch (252.5) und (253.6) 
definiert wurden und eine von der sonstigen Struktur des Graphen unabhängige 
Bedeutung haben. Die erste, durch 


D(1,2) = Zri(20 0)! [8(1, 2) e-ikzı: + 9(2, 1) eikzu] 


1) 
k, = (w,f) off) = |E| BEE (Ü)* — (2,)* 
gegebene Funktion wird über f integriert und liefert 
Odt iel!'« 
D(L2)= Er)’ 35% [0 (£,2) e'®'r + (115) e'”'w] 


dt ’ je-i@itie| a 
D(1, 2) -| (2r)3 eilt 2o(f) ) | 
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wenn wir im zweiten Term die Integrationsvariable f in —f umbenennen. Wäre 
der letzte Faktor in (2) nicht enthalten, so stünde dort die dreidimensionale 
ö-Funktion. Man kann sich die Photonenausbreitungsfunktion D daher einfach 
in der Form 


ie” io|tı-tz| 


De (3) 


merken. Diese Schreibweise ist allerdings nicht wörtlich zu nehmen: Sie steht 
nur zur Abkürzung für (2). Das in der ö-Funktion enthaltene Integral über df 
erstreckt sich noch über den rechts von ö in (3) stehenden Faktor, der über 
& = o(f) von f abhängt. 


Nun wird die Ausbreitungsfunktion S vereinfacht dargestellt. Nach (253.6) gilt 


(1,2) = 101,2), — 02, D1PD y@) 
= -i0"![9(1,2) 3, — (2, 1 2,]u(p) ülp) er'?n. 
Die Summationen erstrecken sich über alle Impulszustände p und Spinzustände s, 


dagegen je nach Vorzeichen nur über die Zustände positiver bzw. negativer 
Energie. Im Exponenten gilt mit E = Ym? + p? und , = +E 


Pre = 9 ae)" tEbe  Prie= Elthol — Pt; (5) 


weil „-+“ mit 0(1,2) und „—‘““ mit 0(2, 7) zusammen auftritt. Beide Teilsummen 
können durch Einführung von Projektionsoperatoren über Zustände positiver und 
negativer Energie ausgedehnt werden: 


S(1,2)- 102,001, 235° 408,17 | SEuae täten, (6) 


(4) 


Wegen H= +4E vor u gilt (H + EZ) 2E =1 bzw. 0 und (H- E)2E=0 
bzw. — 1 bei positiven bzw. negativen Energiezuständen. Wegen der besonderen 
Form der Zeitabhängigkeit kann E durch i9/dt, = p, neben (1,2) und durch 


—i0/dt, = — p, neben 9(2, I) ersetzt werden. Dabei entsteht beide Male der 
Differentialoperator 
H+p=mß+&n+p=(Pm-PBrp+mPß=(p+m)B, (7) 


so daß sich (6) mit Y*uu = ß vereinfacht zu 
RE 
ee. (8) 


In der symbolischen Schreibweise von (3) entsteht also für die Elektronen- 
ausbreitungsfunktion der Ausdruck 


je-ielh-te| 
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Die 6-Funktion steht wie in (3) wieder für das entsprechende Integral, hier jedoch 
mit der Integrationsvariablen p statt f. Der rechts von ö in (9) auftretende 
Faktor ist in das Integral mit einbezogen zu denken. Er hängt wegen E = E(p) 
ebenfalls von p ab. Der Vergleich von (3) und (9) zeigt eine gewisse Ähnlichkeit 
der Ausbreitungsfunktionen D und $, die im nächsten Abschnitt noch genauer 
untersucht wird. 


272 Invariante Darstellung der Funktionen G, D und S 


Um die Ausbreitungsfunktionen D und S einer allgemeineren Betrachtung 
unterzuordnen, wird zunächst die Lösung G der inhomogenen KLEIN-GORDOoN- 
Gleichung 


(O+m?) @(x) = ö(x) (1) 
untersucht. ö in (1) ist die vierdimensionale ö-Funktion 
d 
ö(z) = Gr e-ipz, (2) 


bei deren Einsetzen in (1) für die Ausbreitungsfunktion @ die Integraldarstellung 


d -1p2% 
Ga) = (m? + DYN dle) = | ga mei (3) 
entsteht. Der Integrand ist singulär bei 2} = m?, also bip, = + E= + Ym? + p2. 
Ebene Wellen e”i?*, bei denen die p, diese Bedingung erfüllen, sind Lösungen 
der zugehörigen homogenen Wellengleichung, die zur inhomogenen Lösung @ 
stets hinzugefügt werden dürfen. Insofern ist also (3) nicht eindeutig. Der Aus- 
druck (3) läßt sich, genau wie (271.3 und 9), wieder symbolisch darstellen, 
nämlich in der Form 

"po erim B = Ym’ + p? 


mit (4) 


a=—56) | 7 (Po -E) (m +E) P—-E=-p}—- m. 


Die Ausbreitungsfunktion @ in (1) bis (4) wird eindeutig, wenn die dort auf- 
tretende Masse m des Kueis-Gorvon-Teilchens mit einem sehr kleinen negativ 
imaginären Beitrag versehen wird, also m durch m — i& ersetzt wird, mit &E>0. 
Dann erhält auch E in (4) einen negativ imaginären Beitrag und wird durch 
E - i£ mit © >0 ersetzt. Welche Bedeutung @ unter dieser Voraussetzung erhält, 
bleibt zu untersuchen. 


Zur Auswertung der Integration in (4) über p, wird das Integrationsintervall 
— 0 <p < + © als reelle Achse in der komplexen p,-Ebene angesehen. Unter 
der gemachten Voraussetzung, daß die Masse einen negativ imaginären Anteil 
enthält, liegen die beiden in (4) enthaltenen Singularitäten des Integranden, 
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wie in Abb. 272 gezeigt wird, jetzt nicht mehr auf der Achse, sondern ober- und 
unterhalb von ihr. Der Betrag der e-Funktion im Integranden von (4) ist 


je-izst| Zu je-it(Rep +iImpo) | — etImn, (5) 


Komplexe p,-Ebene 


Im Falle t> 0 geht er für wachsend negativen 
Imaginärteil von p, nach Null. Die Integration 
kanndaher inderunteren Halbebene von Abb. 272 
als Halbkreis mit großem Radius wieder zurück- 
geführt werden, ohne daß der Halbkreis zum 
Abb. 272. Singularitäten der Integral etwas beiträgt. Damit geht die Inte- 
Ausbreitungsfunktion (4) ° gration (4) in diesem Falle in ein geschlossenes 
Integral um die Singularität #— id über. Sie 

kann wegen der Wegunabhängigkeit komplexer Integrale auf die Singularität 
zusammengezogen werden und liefert dort mit der Cauc#vschen Integralformel 


oo 
do e-ir0t dp eipot 5 „erizt 


a " Ja -Do+h Irm-Dasm "ar 
-0 


(6) 


Im Falle t < 0 dagegen kann der Integrationsweg in der oberen Halbebene von 
Abb. 272 geschlossen und um die Singularität bei — E + il zusammengezogen 
werden. Auch hier läßt sich die Cauc#vsche Integralformel sinngemäß anwenden. 
Beide Lösungen zusammen erlauben für die Ausbreitungsfunktion die symbolische 
Darstellung 


ie-izlı 


Ga) = Se) ; (7) 


Beim Vergleich mit den übrigen Ausbreitungsfunktionen stellt sich heraus, daß 
@ gerade durch die Vorschrift 
m>om-iE (8) 


eine mit den Funktionen D und S vergleichbare Form erhält. D unterscheidet 
sich von G nur dadurch, daß » an Stelle von E auftritt. Abgesehen von der an 
sich beliebigen Bezeichnung der Integrationsvariablen erhält man also die Aus- 
breitungsfunktion D durch Übergang zu m > 0. Es ist daher 


D(1,2) = lim @ (x, — 2,) = D-16(1, 2) (9) 
m—>0 


eine invariante Darstellung der D-Funktion. D kann also überall durch den 
letzten Ausdruck von (9) ersetzt werden, vorausgesetzt, daß man bei der Aus- 
wertung zunächst die Massp m mit negativem Imaginärteil (8) versieht und erst 
zum Schluß zur Grenze m > 0 übergeht. 


Der Vergleich von (271.9) mit (7) zeigt die Gültigkeit von 
8(1,2)= —(p + m) Ola, 2) = Kr (1,2). (10) 
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Dabei ist p? = —D berücksichtigt. Im übrigen wird darauf hingewiesen, daß 
der im letzten Ausdruck von (10) neben der ö-Funktion stehende Operator das 
Inverse des Operators p — m ist. Es gilt nämlich 


p+m 
p? — m? 


(p-m)=1, daher: = pm. (11) 


Die beiden Ausbreitungsfunktionen D und S lassen sich in invarianter Form 


D(1,2) = (u? — %2)-18(1,2) S(1,2)=(p -m)-"6(1,2)| (12) 


mit u, = 0 darstellen. Hier ist U) durch — ka ersetzt. k, genau wie auch p be- 
deuten die entsprechenden Thkfsrentinloparstoren; diein der Integraldarstellung (2) 
der ö-Funktion in die Integrationsvariabeln k, und y“p, übergehen. 


273 Weitere invariante Ausbreitungsfunktionen 


Verzichtet man auf die Bedingung (272.8) bei der a von 


dp eripz ge -ipot 
ee) = Er min un DIET ) 


so ist @ nicht mehr eindeutig. Man erhält verschiedene Lösungen der inhomogenen 
Gleichung (272.1), je nachdem, wie bei der Integration die Singularitäten von 
Abb. 273 umlaufen werden. Die wichtigsten Fälle sind in Abb. 273a dargestellt. 
Umgeht man die linke Singularität unten und die rechte Singularität oben, 


Komplexe p,-Ebene 


2) 


Komplexe g,-Ebene ‚Abb. 273 
6* Integrationswege für Aus- 


breitungsfunktionen. Die 
Singularitäten bei #= +79 
werden auf verschiedenen 
Wegen umfahren. a) enthält 
Lösungen der inhomogenen 
Wellengleichung (272.1). b) 
enthält Lösungen der ent- 
sprechenden homogenen 
Wellengleichung 


d) 
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so entsteht wieder die bislang besprochene Ausbreitungsfunktion @. Umgeht 
man beide Singularitäten oben, so entsteht die Ausbreitungsfunktion G%7et. Bei 
der Auswertung nämlich zeigt sich, daß @;e, # 0 nur für £ > 0 ist. Es handelt 
sich also um die retardierte Lösung. Man sieht dies leicht an Hand der Ab- 
bildungen 273a und b ein. Im Falle £ > 0 sind alle Integrationen nach unten 
zu schließen und im Falle t < 0 nach oben. Aus diesem Grunde verschwindet 
G;. für t < 0. Entsprechend ist die avancierte Lösung Gy +0 nur fürt <0. 
Bildet man bei der Integration an beiden Polen den Hauptwert, so entsteht 


6= Up(Gret + Gyr) . 


Die für die Quantentheorie so wichtige, zuerst von FEYNMAN eingeführte Funk- 
tion @ verhält sich bei der positiven Singularität p, = Ym? + p? wie eine retar- 


dierte Funktion, gegenüber der negativen Singularität bei 9, = — m? + p2 
dagegen wie eine avancierte, also in der Zeit rückläufige Funktion. 


Man sieht Gleichung (272.1) unmittelbar an, daß die Differenz zweier inhomo- 
gener Lösungen die homogene Wellengleichung befriedigen muß. Das gilt auch 
für die Differenz zweier Integrationswege von Abb. 273a. Die so entstehenden 
Lösungen der homogenen Wellengleichung sind in Abb. 273b dargestellt. Man 
entnimmt den Abbildungen besser als allen Formeln die Zusammenhänge zwischen 
den dort definierten acht G-Funktionen. Zum Beispiel gilt 


= Ya [Grat = Gaw] Gr =G- Gy 
AR=-G*++G0 = Gare (2) 
da, ee 


Betrachtet man die G-Funktionen nur für solche Argumente x;, bei denen t > 0 
ist, so können alle Integrationswege in Abb. 273a nach unten herum geschlossen 
werden. In diesem Falle stimmt z. B. @,. mit @® überein. Der Vergleich von 
Abb. 273a und b läßt die Beziehungen 

t>0: Ga # Eyw=0 


1 h + (3) 
G =1,G G = 


erkennen. Betrachtet man hingegen nur Argumente mit £ < 0, so können die 
Integrationswege in Abb. 273a nach oben herum geschlossen werden, und es 
gelten die Beziehungen 


t<0: Ger = 0 Gy -® 


N 1 l - 4) 
G = -," G =-8, 


wie der Vergleich mit Abb. 273b zeigt. Die Aussagen der Gleichungen (3) und (4) 
können mit der Einschaltfunktion 


2) =, für t>0 (5) 
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zusammengefaßt werden: 
Grat = Oz) @*(z) =", [9(2) — 9(—2)] @*(@) 
Gay = -0(-2) ke) @=0(x) @*(x) — 0(—x) GE" (x). 


(6) 


Zur expliziten Berechnung der G-Funktionen wird zunächst die G@+-Funktion 
betrachtet. Sie ist durch (1) und den entsprechenden Integrationsweg von 
Abb. 273b gegeben, der im übrigen mit dem Integrationsweg von @ für t>0 
übereinstimmt, aber in diesem Falle auch für t < 0 zu wählen ist. Der Vergleich 
mit (272.6) liefert für diese Funktion direkt 


n je-ift 
@*(&) = ö(t) >," (7) 
Hier bedeuten ö und E 
DE B = Eip) = m’ Hp. (&) 


Gleichung (7) ist insofern wieder nur symbolisch zu verstehen, als der letzte 
Faktor, der die zu p gehörige Frequenz E(p) enthält, mit in die Integration 
von Ö einzubeziehen ist. 


Als nächste wird die @”-Funktion betrachtet. Wählt man den entsprechenden 
Integrationsweg von Abb. 273b in der Integraldarstellung (1), so entsteht ein 
Ergebnis, das sich im Vergleich zu G* um ein Vorzeichen und um das Vorzeichen 
des Arguments unterscheidet. Es ist nämlich 


—ieiät 


Ga) = -@*(-2)= dl) gg: (9) 
G® ]äßt sich nach (2) einfach aus (7) und (9) konstruieren 
h__ (+ _ at _ = ı 
"= G*(x) — @*(—x) = Öft) (sinEt)/E (10) 


G® = G* (x) + G*(— x) = Ölr) i(cosEt)/E, 


genau wie die entsprechende Funktion G@®. Die inhomogenen Ausbreitungs- 
funktionen können dann aus den Gleichungen (6) direkt abgelesen werden: 


Gret = + Pl&) Plz) = At) ölt) (sinZ]t|)/E 

Gay = —(- 2) @*(&) = (—1) ö(t) (sinZ]t|)/E 

G =',[&) -(-2)] le) = Öle) (sinE|il)/2E 
G =(x) G* (x) - 0(-x) @ (x) = ölr)ie-ifltl2E. 


(12) 


Damit sind alle acht Ausbreitungsfunktionen der Abbildungen 273 dargestellt. 
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In der Grenze m > 0 gehen die @-Funktionen in entsprechende, mit D be- 
zeichnete Funktionen über. Bei diesen ist auch die Impulsintegration 
df=d2MRdk=2rdlwo’do d£ö=dcos# (12) 


leicht durchführbar. Für die aus (7) und (8) entnommene Funktion D*(x) er- 
halten wir 


di , nn ododli jerrt- 
Do) =) nr °® | 5 Ta 


=, (13) 
© -io(t- -io -we 
Pu EILET, (e io(t N_e i en) e : 
0 


Der hinzugefügte Konvergenzfaktor rührt von der endlichen Breite e der zu 
D(x) = D-16(x) gehörigen d-Funktion her. Er tritt strenggenommen in allen 
derartigen Integralen auf (und muß auch stets stillschweigend hinzugedacht 
werden). (13) ist eng verwandt mit der eindimensionalen Funktion 


1 e-it 
Pr e+it 2rn 242? 


(14) 


(15) 


beschrieben wird. ö(t) ist die eindimensionale ö-Funktion und P(1/t) definiert 
den für Integrationen über t wichtigen „CavoHyschen Hauptwert“. 


Der Vergleich von (13) und (14) ergibt mit (15) 


1 
D’(e)=,,[ötü-n-— ö*(t-+r)] 

16 
= dt) - St Pl | = 
8er vn FIN i-r t+r | 

und bei geeigneter Zusammenfassung der Glieder 
[2° Day [0-9 (2) ö(d) + 1 (17) 


für die explizite, invariante Darstellung von D* (x). 
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Aus D* folgen wie früher in (9) bis (11) alle übrigen Ausbreitungsfunktionen, 
die nachfolgend zusammengestellt werden: 


1 


D-(@) = -D*(-2) = (de) - 90-2) — 


i 2 
Ina, 


D*(«) = D*(@) + D (2) = (B(&) — 9(-x)) dd) 2 

D® (x) = D*(x) — D" (x) = 1/2in?d 

Dal) = +62) D*(@) = He) da)? (18) 
D,,(@) = -B(— 2) D*(z) = H(— 2) dla) /2r 

Die) =(#(&) —(-2))D’(a)2 = sli)/ar 

Dix) =9(z) D*(x) — 0(—x) D" (x) = (6(23) + Yinai)/er. 


274 Berechnung der Spuren 


Bei der Auswertung von Matrixelementen und Wahrscheinlichkeiten treten 
oftmals Vierermatrizen auf, deren Indizes ‚im Kreis herum‘‘ miteinander ver- 
knüpft werden müssen. Der Ausdruck 


" 


wird als Spur einer Matrix bezeichnet. Es handelt sich dabei um eine „skalare” 
Verknüpfung der beiden Indizes einer Matrix. Nach (1) ist die Spur gleich der 
Summe der Diagonalelemente der Matrix. Die Spur vom Produkt zweier Matrizen 


ist dementsprechend 
SpAB= Na,p Aad Boa- (2) 


Die Verallgemeinerung für ein Produkt vieler Matrizen liegt auf der Hand. 
Daher gilt 
SpAB...YZ=SpZAB...Y. (3) 


Die Spur des Matrixprodukts ändert sich ihrer Definition entsprechend nicht, 
wenn man die am weitesten rechts stehende Matrix Z links einordnet. Außerdem 
ist die Spur einer Matrix invariant gegenüber Transformationen 


Ä=SAs-! (4) 
mit beliebigen S, denn für die Spur entsteht unter Verwendung von (3) 
SpA = SpSAS-!= SpS-!SA= SpA. (5) 
Das gilt natürlich auch für unitäre Transformationen mit S-1 = St, 


Aus der Definition der Spur folgt 
(Sp A)* = Sp(Af) = Spp?AT=SpBA'B-SpA. (6) 
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Für Produkte von Matrizen gilt entsprechend 
{SpAB...YZ)*=Sp{AB...YZ}'-Sp{AB...YZ} 


Dept (M 
— Sp{ZtYt...BtAt}=Sp{ZY...BA). 
Sind A,B,... selbstadjungiert, so ist einfach 
{SpAB...YZJ* = Sp{ZY...BA). (8) 


Im Rahmen der Quantenelektrodynamik interessieren hauptsächlich die 
Spuren von Vierermatrizen. Zunächst wird die Spur der vierreihigen Einheits- 
matrix betrachtet. Für sie gilt 


YSpl =! Bd. = 1. (9) 


Es empfiehlt sich daher, auch für die übrigen Matrizen nicht die Spuren selbst, 
sondern die Viertelspuren zu betrachten. Für ein Produkt zweier y-Matrizen 
gilt wegen (3) 

aSpyuys = "aSpy Yu = "Sp "elta Yola = 9ur SP = gur- (10) 

Zur Untersuchung der Spuren betrachten wir die von [135] her bekannte 
pseudoskalare Matrix 

iyoYıYaYs = iP’a,Ba, Ba, = —10,0,0,=T. (11) 

Sie ist mit allen y, antivertauschbar, weil beim Durchtauschen von y, nach rechts 

jedesmal außer bei u, also insgesamt dreimal, ein Vorzeichenwechsel entsteht: 


Yur=iyuYoYıYaYa = — 1YoYıYaYaYa = Yu (12) 
Zusammen mit 7? = 1 folgt hieraus für eine Spur von n beliebigen y-Matrizen 
SPYus ++ Yan = SPTYay +» - Yan = (DDP SPYan +++ Yım (13) 


beim Durchtauschen des linken r nach rechts. Also gilt 


SPYa---Yn=0 für n=1,3,5,... (14) 


bei ungerader Zahl von y-Matrizen. 
Weiter werden Matrizen betrachtet, die wie 
A=y,4*, B=yB%,... (15) 
aus y-Matrizen aufgebaut sind. Bei Berücksichtigung von (14) folgt sofort 


11,SpAıA,...A„=0 für n=1,3,5.... (16) 


Die Viertelspur eines Produkts aus zwei solchen Matrizen (15) jedoch liefert 
„SpAB = A,B,'/,Spy*Y’= A„Bıg"" = A„B*. (17) 


Sie ist also einfach gleich dem skalaren Produkt der Vierervektoren A, und B*. 
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Zur Auswertung eines Produkts von vier Matrizen vom Typ (15) wird der am 
weitesten links stehende Faktor Schritt für Schritt unter Berücksichtigung 
von (212.15) nach rechts durchgetauscht. Dabei entstehen die Gleichungen 


1), SpABCD = 24,B*}/,SpCD — \,SpBACD 
1), SpBACD = 24,0*'/),SpBD —Y,SpBCAD (18) 
1/,SpBCAD=24,D*!/,SpBC —/,SpBCDA. 


Im allerletzten Term von (18) aber kann A wegen (3) auf die linke Seite gesetzt 
werden. Damit ergeben diese Gleichungen zusammenfassend 
1SpABCD = A,B*0,D’— A,0”B,D?+ A,D*B, 0". (19) 
Für die Spur einer geraden Anzahl von Matrizen gilt die Rekursionsformel 
SpA,Az...Agn = 2[SpA,A,A,.. -Agn — SpA,AzA;.. Ant (20) 
..+SpA,AzAs... A,,] — _SpA,. .. AynAı 
Di 


und daher 


(21) 


A,-1A,;1:- . ‚Ayn- 


Das Identitätszeichen erklärt die verwendete Schreibweise. 


275 Feynmansche Integrationstricks 


Nach Durchführung aller Ortsintegrationen an einem Graphen verbleiben 
noch die in den Ausbreitungsfunktionen enthaltenen vierdimensionalen Impuls- 
integrationen, von denen ein Teil lediglich dazu dient, die an den Knoten vorhan- 
denen ö-Funktionen für die Energie-Impuls-Bilanz zu integrieren. Oftmals 
bleiben aber noch einige dieser Integrationen übrig, deren Auswertung recht 
kompliziert werden kann. Sie sollen in diesem Abschnitt systematisch be- 
sprochen werden. Meistens enthalten sie Nenner mit mehreren verschiedenen 
Faktoren a,b,..., die ihrerseits Polynome in %k, und p; sind. FEynMman hat eine 
systematische Methode zur Auswertung derartiger Integrale gegeben, die im 
folgenden kurz zusammengestellt wird. 


Zunächst wird die Identität 


(1) 


1 
ab - meta 
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betrachtet, von deren Richtigkeit man sich leicht durch Ausführung der Inte- 
gration überzeugt. Ersetzt man den in einem Graphen auftretenden Nenner ab 
durch (1), so tritt zu den schon vorhandenen vierdimensionalen Integrationen 
noch eine eindimensionale Integration über du hinzu, die erst am Schluß durch- 
geführt wird. Der Nenner auf der rechten Seite von (1) enthält im Gegensatz 
zu ab zweimal den gleichen Faktor a + (b — a)u. Das ist für die weitere Aus- 
wertung von Vorteil, wie sich noch herausstellen wird. 


Entsprechende Formeln für drei oder mehr verschiedene Faktoren sind 


1 u 
es 2 [au | dvfa + B-a)u+ (c— d)n]? 
‘0 0 


abe 


(2) 

4. u v® 

r 3! [au [dv [dwfa + B-a)u + c-b)v+(d- uf“. 
0 0 0 


abed 


Sie lassen sich leicht auf eine noch größere Anzahl von Faktoren erweitern. 
Sind zwei der Faktoren, z. B. b und c, gleich groß, so tritt eine Vereinfachung 
ein, denn der Integrand von (2) wird wegen c — b = 0 unabhängig von v. Es 
entsteht 


1 
a = 2 [wdule + - au], (3) 
ö 


ein Ausdruck, den man auch durch direktes Differenzieren von (1) nach d erhalten 
kann. Weitere, im gleichen Sinne vereinfachte Formeln sind 
1 u 
-3! [du | vdola+ (b-a)u+(c—b)vJ* 
. 4) 
3 [u*dufa +(b-a)u]‘. 
0 


1 
abc? 


1 


abe 


Damit wird also erreicht, daß in einem Graphen auftretende verschiedene Fak- 
toren im Nenner in solche überführt werden, die alle einander gleich sind. 


Als nächstes werden vierdimensionale Impulsintegrale vom Typ 


Be VE. SE 


untersucht. Die spezielle Form des Nenners kann oftmals durch Anwendung 
der Formeln (1) bis (4) erzwungen werden. Durch Differenzieren nach A entsteht 
der Zusammenhang 
EL (6) 
n+1 n 94 
zwischen verschiedenen Integralen J,. Es braucht daher nur ein einziges dieser 
Integrale wirklich ausgerechnet zu werden, die übrigen folgen dann aus (6). 
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Die Integrale (5) konvergieren nur für n > 2. Führt man die Integration nur 
bis zu einem sehr großen Maximalimpuls P durch, dann wird 
ne Jı= P? J,minP. (7) 
Erst die Integrale mit n 2 3 konvergieren in der Grenze P—> «. 
Zunächst wird das Integral J, betrachtet. Der Nenner in (5) wird durch 
A-M=A+p: - pl=a? — p ersetzt. Dabei entsteht 


dpo : —- N. 22 
near gar et er e 


A entspricht in derartigen Integralen den Massenquadraten und besitzt voraus- 
setzungsgemäß einen kleinen negativ imaginären Anteil. Das gleiche gilt für «. 
Betrachtet man die Integration über p, daher in einer komplexen p,-Ebene, 
so werden die beiden Singularitäten x bzw. —«x oben bzw. unten umlaufen. 
Da der Integrand in der gesamten übrigen p,-Ebene regulär ist und für große 9, 
hinreichend stark verschwindet, kann die Integration (8) über 7, sowohl unten 
herum als auch oben herum im Sinne von Abb. 272 geschlossen werden. In beiden 
Fällen entsteht bei Verwendung der Cauchvschen Integralformel zunächst 
pP 
a dp 2 p?’dp 

en (9) 
Da der Integrand nur von |p| abhängt, wird über Kugelkoordinaten dp = 4rp?dp 
integriert. Durch das Anschreiben der Grenzen in (9) wird dp deutlich von dem 
genauso bezeichneten vierdimensionalen Volumenelement dp unterschieden. 
Dieses Integral ist elementar durchführbar und liefert mit P als oberer Grenze 


J=2im[PYA + PP- Aln(P+ JA + P2) +/,(AlnA)]. (10) 


Es geht für große P in 
Jı# 2in®{P®- AlnP+!Y,A—Aln2+"Alni] mit P'>0 (11) 


über und divergiert quadratisch in P. 


Nun wird das Integral Jg betrachtet, das entsprechend (6) durch Differentiation 
von (11) 


0J} 


= 2in2[InP-,Inı—1+1n2] mit P>0 (12) 


gewonnen wird. Dieses Integral divergiert nur noch logarithmisch, siehe (7). 
Das Integral J, folgt durch erneute Differentiation nach A und liefert 


3 
a at ke 7 mit so, (13) 


Jaez Ey} 82 2 P 


Dieses Integral ist konvergent. 
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Die weiteren Integrale J, folgen ebenfalls nach (6). Es gelten zunächst die 
Gleichungen 


_f__ dp  _ im _f dp _ in 21 im 
Ju= (A-p) 6m iz A-P} 329 a m u 
Für beliebige Potenzen des Nenners entsteht schließlich der Ausdruck 
_ dp _ nR-3)! im? = 
Jn= | Gm wm für np. (15) 


Auch solche Integrale, bei denen p, im Zähler auftritt, lassen sich leicht angeben. 
Enthält (15) lediglich zusätzlich einen Faktor p, im Zähler, so verschwindet 
dieses Integral aus Symmetriegründen (Übergang p, > — p,). Es bleibt jedoch 
von Null verschieden, wenn p, in gerader Potenz auftritt. So erhält man z.B. 


dpp, in? dp(p})? in? 
A-pP Br G-my Um 118) 
und ganz allgemein 
dp(piyr jlm+1)! im: 
(A payr+3+ (2+m+j)! ar ii (17) 


für beliebige gerade Potenzen. (17) läßt sich durch Differentiation nach einem 
Parameter auf (15) zurückführen und einfach beweisen: 
dp(pr)” rn! | 9 pi dp 
(A — pa)" tr (n+m-—1)! a) (A ap})" 
(n — 3)! in (9 \m 1 _. (R-3)!(m +1)! in? en 
(n+m-— 1)! |) & |a-ı (n+m- 1)! Fur 6 


a=1 


(18) 


Auch für Integrale über zwei und mehr Impulsräume lassen sich leicht all- 
gemeine Formeln angeben. Mit dem allgemeinen Nenner 
N=oap+ Bi —2y(p,g") +6 (19) 
gilt z.B. 


dpd 4 a 
NR" -- os mit D=-@B-P. (20) 


Zur Ableitung dieses Ergebnisses überführt man (19) zunächst in 
N In) +6 21 


und ersetzt die Variable q, durch q, — yp,/ß. Damit erhält das Integral (20) 
hinsichtlich der Variablen g die Normalform (15). Das Ergebnis kann direkt 
angegeben werden, die anschließende Integration über p wird ebenfalls mit den 
12 Macke, Quanten und Relativität. 2. Aufl. 
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Formeln (15) bis (17) nach geeigneter Umordnung des Nenners und Umbezeich- 
nung von p durchgeführt. Durch Differentiation von (20) nach 6 folgen die 


Ausdrücke 
dpdq nt dpdg Irt 
ll N: 7 5:1D8& ff N? 61D8’ (22) 


und durch Differentiation von (20) nach den übrigen Parametern &, ß und y 
folgen die nachstehend zusammengestellten Integralausdrücke 


| dpdgpu 2ir4B f dpdgqa 2imta 
N 7 51D86 Ns 51D85 
i dpdamı __ _2!r!B dpda(m)” __ 31m! 
ON 0 61D802 N} N’ 0 61.D% 
IE _._.3ımtaß j* dgpugt _ __ 2inty (23) 
N’ a 6! D*ö N$  .51D86 
ff dpdgpug« _ _ _2imty f drdamımı _ _ 31rtßy 
N = 7 g1D8 N 61D4ö 
f dp dg(pug#)? _ 31m! /y? & 1 ) 
| N’ so |ımrem) 


Diese Formeln reichen im allgemeinen aus, um auch kompliziertere Graphen 
auszuwerten. Dabei bleibt während der gesamten Rechnung die relativistische 
Invarianz aufrechterhalten. Die Vierfachintegrationen dp, dq werden auf einmal 
erledigt oder zumindest auf eindimensionale Integrationen von Typ (1) bis (4) 
reduziert. 


238 Behandlung der Divergenzen 


Zusammenfassung: Die Graphen der Quantenelektrodynamik enthalten Divergenzen, 
die zum Teil bereits in der klassischen Elektronentheorie vorhanden sind. Durch die Regu- 
larisierung, ein relativistisch invariantes Abschneideverfahren, werden alle Graphen endlich 
und eindeutig, hängen aber von den Abschneidemassen ab. „Divergent“, d.h. von den Ab- 
schneidemassen abhängig, sind nur ganz bestimmte Graphen und Graphenteile mit wenigen 
äußeren Linien. Sie bilden verschiedene Klassen primitiv divergenter Graphen. Vakuum- 
graphen können stets fortgelassen werden, da sie gemeinsam nur einen unbeobachtbaren 
Phasenfaktor zur S-Matrix beitragen. Graphen mit geschlossener Elektronenlinie und un- 
gerader Knotenzahl liefern bei verschiedener Umlaufsrichtung entgegengesetzte Vorzeichen. 
Nach dem Furryschen Theorem kompensieren sie sich. Die in den Selbstenergie- und Vertex- 
teilen enthaltenen Divergenzen lassen sich in „divergenten“ Konstanten zusammenfassen, 
die keine beobachtbaren Effekte hervorrufen, sondern lediglich die Elektronenmasse m, 
die Photonenmasse z, = 0 und die Ladung e verändern. Diese Situation wird in zweiter 
Störungsordnung genauer untersucht. Darüber hinaus kann gezeigt werden, daß alle in der 
Theorie vorkommenden divergenten Konstanten durch das Renormierungsverfahren be- 
seitigt werden: Man startet in den Grundgleichungen nicht mit den beobachtbaren Größen 
m, u und e, sondern mit m — dm, üß — du, e — de, behandelt aber neben e auch die mit 
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dm, du? und de verbundenen Terme als kleine Störungen. Später wird über diese Größen 
so verfügt, daß sie gerade die durch die Wechselwirkung hinzutretenden Massen und Ladungen 
kompensieren. Es wird bewiesen, daß damit auch gleichzeitig alle Divergenzen der Theorie 
verschwinden und alle beobachtbaren Größen konvergent werden. 


281 Divergente Graphen und ihre Regularisierung 


Bereits die klassische Theorie des Elektrons enthält gewisse innere Widersprüche. 
Betrachtet man das Elektron als punktförmig, so wird die elektrostatische 


Selbstenergie T 
1 1 2 
2 (5 emo) __e ı == 00, 4) 


ScaHlrt-v| "Bra r 


Nach der Relativitätstheorie aber muß E < mc? bleiben, mit m als der beobach- 
teten trägen Masse des Elektrons. Bei Annahme einer endlichen Größe des Elek- 
trons wird die Selbstenergie zwar endlich, aber dafür treten andere Probleme 
auf. Es müssen zusätzliche Kraftfelder eingeführt werden, die die elektro- 
statische Abstoßung der Ladungsbestandteile kompensieren und so das Elektron 
in einem Gleichgewichtszustand bestimmter Größe halten. Solche Gegenkräfte 
aber können einstweilen nicht widerspruchsfrei angegeben werden: die Energie 
einer zugehörigen Feldtheorie muß bei größter Ladungskonzentration und daher 
auch Feldkonzentration ein Minimum besitzen und somit negativ unendlich 
werden) siehe [131]. Daher sind alle Fragen, die mit der inneren Struktur des 
Elektrons zusammenhängen, einstweilen unbeantwortet geblieben. 


Die erwähnte Schwierigkeit (1) der klassischen Theorie macht sich auch in 
der hieraus hervorgehenden gequantelten Theorie bemerkbar. Sie hat zur Folge, 
daß bestimmte Graphen dieser Theorie divergieren. Nach [255] entsprechen jedem 
Graphen gewisse Integrationen über den Ortsraum bzw. (nach FoVrIERtrans- 
formation des Graphen) über den Impulsraum. Die letzteren erfolgen über die 
Impulse der virtuellen Zwischenzustände. Die wichtigsten Divergenzen der 
Quantenelektrodynamik bestehen nun darin, daß einzelne dieser Impuls- 
integrationen für |p| > © divergieren. Darin liegt noch kein direkter Einwand 
gegen die gesamte Theorie selbst, sondern vielmehr nur gegen ihre Anwendbarkeit 
bis zu unendlich hohen Impulsen oder, was das gleiche besagt, bis zu unendlich 
kleinen Abständen Ax — 0. Wir können das Auftreten der Divergenzen offenbar 
als einen Hinweis darauf ansehen, daß eine so weitgehende Extrapolation der 
Theorie nicht gerechtfertigt ist. Diese Interpretation der auftretenden Diver- 
genzen liefert den Schlüssel zu ihrer Handhabung und Beseitigung. Wie in den 
nachfolgenden Abschnitten dieses Kapitels gezeigt wird, lassen sich alle Diver- 
genzen eliminieren. Dabei entsteht eine in sich widerspruchsfreie und in allen 
Aussagen eindeutige und geschlossene Theorie der Quantenelektrodynamik. 


Zur praktischen Untersuchung der Divergenzen werden alle Impulsintegrationen 
nur bis zu einem Maximalimpuls |p| = P durchgeführt. Dann unterscheiden wir 
alle Aussagen der Theorie danach, ob sie (für große P) von P abhängen oder nicht. 
12* 


170 2 Quantenelektrodynamik [281] 


Damit läßt sich nach den vorhergehenden Ausführungen gleichzeitig unter- 
scheiden, ob sie von einer etwa vorhandenen inneren Struktur des Elektrons und 
Photons abhängen oder nicht. Im ersten Fall ist der Grenzübergang P> & 
verboten, im letzten erlaubt. Die weiteren Ausführungen werden zeigen, daß 
alle beobachtbaren Größen der Theorie unabhängig von P sind. Dies hat rech- 
nerisch den Vorteil, daß, wenn auch nicht in allen Zwischenergebnissen, so doch 
hinterher in den berechneten Observabeln P — & gesetzt werden darf. Anderer- 
seits hat dies zur Folge, daß hier die vorliegende Theorie keine experimentell 
nachprüfbaren Aussagen oder Hinweise über eine den Elektronen und Photonen 
vielleicht noch zugrunde liegende innere Struktur liefert. 


Eine grobe Abschätzung der Impulsintegrationen läßt erkennen, welche Graphen 
konvergieren und welche divergieren. n sei die Ordnung oder Knotenzahl des 
Graphen, und mit E,, E,, F, und F, bezeichnen wir die Anzahl der inneren und 
äußeren Elektronen- und Photonenlinien. Zwischen diesen Größen bestehen 


die Beziehungen 
| E;+',E,=n=2F,;+F,, | (2) 


da jeder Knoten zwei Elektronenlinien und eine Photonenlinie verknüpft. Irgend- 
ein Graph n-ter Ordnung enthält die vierdimensionalen Impulsintegrationen 


[ (ae) (ze) m) PR, @) 


denn an jedem Knoten befindet sich eine ö-Funktion, an jeder inneren Linie eine 
Funktion S bzw. D. Die Impulsintegrationen beseitigen die ö-Funktionen bis 
auf eine, die die Gesamtenergie- und Impulsbilanz des Graphen enthält. Die 
Integration bis P liefert als größten Term einen solchen mit PE. Der Exponent 
folgt aus (3): 
K-NB+B-a+-H=2R, (4) 
Die Graphen mit K>0 sind divergent, für X = 0 logarithmisch, für X =1 
linear, usw., außer wenn besondere Symmetrieeigenschaften gerade den am 
stärksten divergierenden Term PX des Integrals zufällig kompensieren. 


Auch wenn K kleiner als Null ist, kann ein Graph divergent sein, wenn eine 
in ihm enthaltene Teilintegration für sich allein divergiert, ohne daß dies durch 
besonders gute Konvergenz der übrigen Integrationen wieder kompensiert 
werden kann. Dann aber ist ein kleinerer Teil des Graphen für sich allein divergent. 
Enthält ein divergenter Graph oder Teilgraph keine kleineren für sich allein 
divergenten Bestandteile, so nennen wir ihn primitiv divergent. Derartige Graphen 
sind daran zu erkennen, daß sie beim Zerschneiden einer einzigen beliebigen 
inneren Linie (Unterlassung der entsprechenden Impulsintegration) bereits 
konvergieren. Im Sinne dieser Definition sind alle überhaupt divergierenden 
Graphen entweder primitiv divergent oder sie enthalten primitiv divergente 
Teilgraphen, die dann für sich allein untersucht werden können. 
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Unter Verwendung von (2) lautet die Divergenzbedingung für die in (4) ein- 


geführte Größe 
K=4-°%,B,-F,20 divergent! (5) 


Nach Elimination der inneren Linien aus (4) stellt sich heraus, daß X nur von der 
Anzahl der äußeren Linien Z, und F, abhängt, nicht aber von der Ordnung n. 
Dieser Umstand erlaubt uns, die primitiv divergenten Graphen nach ihrer äußeren 
Linienzahl allein, unabhängig von ihrer inneren Struktur zu klassifizieren. Eine 
solche Klasse enthält alle nur denkbaren Graphen mit gleicher Anzahl äußerer 
Elektronen- und Photonenlinien und fast beliebiger innerer Struktur. Gleichung (5) 
läßt erkennen, daß es nur eine kleine Zahl von primitiv divergenten Graphen- 
klassen in der Quantenelektrodynamik gibt. Sie sind in der nachfolgenden Tabelle 
zusammengefaßt: 


Tabelle 281 


Primitiv divergente Graphen 


Bedeutung 


Vakuumgraph* 


geschlossene 
Elektronenlinien 


Selbstenergie 
des Photons 


geschlossene 
Elektronenlinien 


Streuung von Licht 
an Licht 


Selbstenergie 
des Elektrons 


Vertexgraph 


Der Vier-Photonen-Graph, der die Streuung von Licht an Licht beschreibt, 
kann bei den weiteren Erörterungen außer acht gelassen werden, da seine Diver- 
genz durch gewisse Symmetrieeigenschaften des betreffenden Integrals gerade 
kompensiert wird (Eichinvarianz). Der mit einem Stern versehene Vakuumgraph 
ist stärker als nur primitiv divergent, da er nach Zerschneiden einer Linie in 
den Selbstenergiegraphen des Photons oder des Elektrons übergeht. Die zu 
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jeder Klasse gehörigen allgemeinen Graphen gehen aus den einfachsten durch 
Einsetzungen aller Art hervor. Die Untersuchung aller in der Quantenelektro- 
dynamik auftretenden Divergenzen kann somit auf die in Tabelle 281 zusammen- 
gefaßten, primitiv divergenten Graphen beschränkt werden. Sie werden in den 
nachfolgenden Abschnitten genauer untersucht. 


Alle Integrationen innerhalb eines Graphen zunächst nur bis zu einem Grenz- 
impuls P zu führen, ist nicht immer zweckmäßig, weil eine derartige ‚Abschnei- 
dung“ die relativistische Invarianz der Rechnungen zerstören kann. Sie wird 
besser durch relativistisch invariante Abschneidevorschriften ersetzt. Ein beson- 
ders elegantes Verfahren ist die von PauLı und VırLars eingeführte Regula- 
risierung der Ausbreitungsfunktionen S und D. Diese Funktionen hängen nach 
(272.9 und 10) über 


S--(p+m)G, D=6,, (6) 


mit der zur Masse m gehörigen Ausbreitungsfunktion G,, zusammen. Die Regu- 
larisierung besteht nun darin, diese Ausbreitungsfunktion durch 


Gm>GRr= De; On, (7) 


zu ersetzen, wobei die Massen m; und die Koeffizienten c, den Bedingungen 


(8) 
unterliegen. In der Impulsdarstellung .von @,, hat dies zur Folge: 
1 € c mi\-! & m: mi 
regte) See). 0 
Dam Pu mi Pu Pu Pu Pu Pu 


Die hier durchgeführte Entwicklung für große p zeigt, daß die Bedingung (8) mit 
n = 0 die Konvergenz der Ausbreitungsfunktion um zwei Grade verbessert, 
für n = 0,1 um vier Grade usw. Es werden nun im Rahmen dieses Verfahrens 
genauso viele Bedingungen gestellt, wie zur Erzwingung der Konvergenz er- 
forderlich sind. Beim Grenzübergang m,, m,, ...— © entsteht wieder die 
ursprüngliche Ausbreitungsfunktion (p} — m?)-! bzw. G,„, und die betreffenden 
Integrale divergieren wie früher. Daher übernehmen hier die (stets groß ge- 
dachten) Zusatzmassen m,,Mg,... sinngemäß die Rolle des früheren Grenz- 
impulses P. Der Vorteil des Verfahrens liegt darin, daß es die relativistische 
Invarianz nicht zerstört. 


Es wurde versucht, die in (7) bis (9) angegebene Regularisierung physikalisch 
zu interpretieren. Danach würde dieses Verfahren dem Hinzufügen weiterer 
Teilchenfelder mit großen Massen m; entsprechen, die neben den Elektronen 
und Photonen in virtuellen Zuständen noch ins Spiel kommen, und zwar gerade 
so, daß sich die Divergenzen herauskompensieren. Alle derartigen Interpretations- 
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versuche aber scheitern, weil es’ nicht möglich ist, die Bedingungen (8) mit 
physikalisch vernünftigen Teilchen zu befriedigen. Stets müssen einige von ihnen 
negative Energien besitzen, eine unerfüllbare Forderung, da diese Hilfsfelder 
Bosonen darstellen, die also nicht das Pauliprinzip erfüllen. Somit hat die 
Regularisierung nur formalen Charakter, und die Zusatzgrößen m], Mg, ..- > © 
bedeuten nicht mehr als willkürlich gewählte Abschneideimpulse. 


Bei linear oder logarithmisch divergenten Graphen genügt die Bedingung n = 0 
in (8). Sie kann mit einer einzigen Zusatzmasse m, = M > m befriedigt werden. 
Dabei entsteht 


[6 . 2 _ m? 
. 1 a ; 1 b MD ik Cip) = M & . (10) 
Pu— m? Pu — m? Pu— M? Pu— m? M?— pu 


Das Ergebnis läßt erkennen, daß zur ursprünglichen Ausbreitungsfunktion ein 
Konvergenzfaktor hinzutritt, der für p; < M® Eins ist und für Impulse p, > M? 
verschwindet. Rechnerisch ist es oft von Vorteil, die regularisierte Ausbreitungs- 
funktion durch ein Integral darzustellen: 


al) 


Nach Durchführung der Regularisierung sind alle Graphen endlich und ein- 
deutig, aber möglicherweise von den Regularisierungsmassen (Abschneideimpulsen) 
abhängig. In allen weiteren Ausführungen bedeuten die Worte divergent bzw. 
konvergent daher lediglich ‚von den Regularisierungsmassen abhängig“ bzw. 
„unabhängig‘‘. Bei verschiedenen divergenten Graphen, insbesondere denen der 
Photonenselbstenergie, empfiehlt sich, das Regularisierungsverfahren nicht auf 
jede Ausbreitungsfunktion einzeln, sondern auf das Produkt der Ausbreitungs- 
funktionen anzuwenden (Aufrechterhaltung der Eichinvarianz). Manchmal ist es 
für den Gang der Rechnungen von Vorteil, das Massenspektrum (8) kontinuierlich 
zu wählen. Dann lauten die Gleichungen (7) und (8) 


Gm] >[d2.0(2) 6; far oea"=0. (12) 
Die Konvergenzbedingungen können auch in der Form 
R(«) =[d4 (A) erie? R(0)=R'(0)=...=0 (13) 


angegeben werden. 


282 Vakuumgraphen 


Am stärksten divergent sind nach (281.5) und Tabelle 281 die Graphen ohne 
äußere Linien. Sie heißen Vakuumgraphen. Der einfachste unter ihnen ist von 
zweiter Ordnung. Das zugehörige Matrixelement lautet nach den Vorschriften 
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von Tabelle 255 


i$(1,2) 
(-1%) Br 


N 
0519 =-iey,dz, —iey’dz,. (1) 


>—— 

(rast 
Ban ln a a ns mel 
Die geschlossene Elektronenlinie trägt einen Faktor —1. Außerdem geht der 
Graph bei Vertauschung von / und 2 in sich selbst über und muß daher nach 
Tabelle 255 mit einem Faktor !/, versehen werden. Die mathematischen Elemente 
des Graphen sollen in der Fourizrdarstellung angegeben werden, in der nach 
Tabelle 255 


S(p) =(p- m)-! D(k) = (u3 — k)-} W=0 (2) 


die Fouriertransformierten der Ausbreitungsfunktionen S und D sind. In diesem 
Kapitel ist es formal übersichtlicher, die verschwindende Ruhmasse des Photons 
als u, einzuführen, obwohl natürlich 4, = 0 ist. Unnötige Indizes von Vierer- 
vektoren wie bei k2, p2, (p — k)? sind, um das Formelbild zu vereinfachen, hier 
wie künftig fortgelassen. 


Die Transformation [255] in den Impulsraum ergibt 


i(2r)"tdp(p- m) 
< 


(-'%) 
<0] S2]0> i(2r) !dk(uß — %2)-1 


= —ie(2r)'yö(g—p—k) 


-ie(2r)'Yög—p-k) 
(3) 


i(2r)"tdg(q— m)! 


oder als geschlossenen Ausdruck 


ie? ö°?(g-p—-k)dpdgdk 


<0| Sa] 0) RE 2(2r)% (ng es %2) (p? = m?) (2 Br m?) Sp ((p Ze m) y’(q T m) Y} ® (4) 


Eine der beiden ö-Funktionen ersetzen wir entsprechend (234.7) sinngemäß 


durch 
ö(g—-p-k)= UT/(2r)*. (5) 


Beachten wir weiter, daß (1) ein Diagonalelement ist und für die S-Matrix 
in nullter Ordnung i 
Sn =1 (6) 
gilt, so läßt sich dieser Vakuumgraph leicht entsprechend 


St MD=1-iAE,TweridET (7) 
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interpretieren. Der Vergleich von (4) und (7) liefert 


eÖ dpdkSp{(p+ m) yalp+k+m)y} (8) 


Be Zone =) rm) (Dh m) 


Diese Größe bedeutet die Energiedifferenz zwischen je einem gedachten Vakuum 
mit und ohne elektromagnetische Wechselwirkung (zweiter Ordnung). Für große 
Impulse p und % divergiert dieses Integral entsprechend 


ABO [EFT oR, (9) 


also in Übereinstimmung mit Tabelle 281 in vierter Potenz. 


Es kann gezeigt werden, daß alle Vakuumgraphen zusammen keinen Beitrag 
zu beobachtbaren Größen liefern. Das vollständige Element der S-Matrix besteht 


entsprechend 
as +44 (10) 


aus allen Graphen ohne äußere Linien bis zu unendlich hoher Ordnung. Da das 
Vakuum als Zustand ohne Teilchen der Zustand niedrigster Energie ist, können 
aus Gründen der Energiebilanz keine Teilchen erzeugt werden. Der Vakuum- 
zustand kann daher auch nach unendlich langer Zeit nur wieder in den Vakuum- 
zustand übergehen. Daher ist die entsprechende Wahrscheinlichkeit Eins: 


K0SInP=1 01519 = e*. (11) 


Das Matrixelement (10) kann also nur einen Phasenfaktor enthalten, dessen 
Phase &, wie (9) zeigt, allerdings divergiert (von den Abschneidemassen abhängt). 
Nun betrachten wir ein beliebiges Matrixelement zwischen irgendwelchen Elek- 
tronen- und Photonenzuständen. Es besteht aus der Summe aller zwischen den 
gegebenen Anfangs- und Endlinien denkbaren Graphen. Neben allen Graphen, 
die nur direkte Strichverbindungen zwischen Anfangs- und Endzuständen ent- 
halten, gehören hierzu auch solche, die noch zusätzliche Vakuumgraphen, und 
zwar alle nacheinander, enthalten. Da die Vakuumgraphen mit den verbundenen 
Graphenanteilen nicht verknüpft sind, sind auch ihre Integrationen von den 
übrigen separabel, und die Vakuumgraphen bilden zusammengenommen einen 
zu den in S’ zusammengefaßten verbundenen Graphen hinzutretenden Phasen- 
faktor 

ee See | STITT I (12) 


der bei allen nur denkbaren Prozessen stets der gleiche ist und daher keine 
beobachtbaren Effekte enthält. Diese Überlegungen berechtigen uns daher, 
künftig alle Vakuumgraphen zu streichen. 
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283 Geschlossene Elektronenlinien 


Eine Besonderheit ist bei solchen Graphen zu beachten, die geschlossene Elek- 
tronenlinien (closed loops) enthalten. Sie soll am Beispiel des Stoßes zweier 
Photonen mit Absorption des einen von ihnen besprochen werden. In dem zu- 
gehörigen Matrixelement treten in dritter Ordnung die zwei Graphen 

1 2 1 2 
en —— 0 9 
key | Salkaks) = 4 x u x om 
” iu 


auf, die sich nur durch den Umlaufsinn der Elektronenlinie voneinander unter- 
scheiden. Solche Graphen kommen auch als Teile größerer Graphen vor und 
könnten dort prinzipiell zu beobachtbaren Effekten Anlaß geben. 


Abgesehen von gemeinsamen Faktoren, Integrationsvorschriften usw. ent- 
halten beide Graphen (1) je eine Spur, die der Elektronenlinie entspricht: 


kl Sslkakr — L +R 
L=Sp[A(1)$(1,2) A(2)$(2, 3) A(3)8(3, N)] (2) 
R= Sp[A(1) S(1,3) A (3) S(3, 2) A(2) S(2,D)]. 
Zwischen L und R besteht ein Zusammenhang, der nun untersucht werden soll. 
Setzen wir in R zum Beispiel A und S ein und ziehen alle Summationen, Inte- 
grationen, Faktoren und Differentialoperatoren aus der Spur heraus, so ent- 
stehen Linearkombinationen über Spuren, die nur noch y-Matrizen enthalten. In 
solchen Ausdrücken aber dürfen wir erstens wegen (274.13) und 
Spya Yun = (— DSPya Yan = SP Ya) (I Ya) (3) 
alle y„ durch — y, ersetzen. Zweitens sind Spuren wie (3) nach (274.14 und 21) 
stets reell. Daher ist mit (274.7 und 8) sowie 
SPY, wi Yıa 2 (SPY, SFR Yao)* — SPYua a Yu, Spy = Ya (4) 
die Reihenfolge der y-Matrizen umkehrbar. 


(3) erlaubt also, in R alle y, durch — y, zu ersetzen. Dabei entsteht 


a-N>- AN S(1,2; -y)=8S(&,1; +y). (5) 
Die zweite dieser Beziehungen beweisen wir mit (272.10): 
BER na es W_inl— ze) g@ 
S(1,2) = a) p, = ihy" od = ih(— y*) 9% (6) 


6(1,2) = Öl, — 2) = Öl — %ı) = 6(2, 1). 
Hieraus folgt (5) unmittelbar. 
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Durch (3), (4) und (274.3) wird die Spur R überführt in 
R= (— 1)?Sp[A(7)S(8, 1) A(8) S(2, 3) A(2) S(1, 2)] 
= (- 1? Sp[S(7,2) A(2)8(2, 3) A(3) S(3, 7) A(7)] (N 
= (— 1)? Sp[A (7) S(7,2) A (2) S(2, 3) A(8) S(8,1)]. 
Dieser Ausdruck aber stimmt mit L überein, und es wird 
L+R=L[1+(-1)]=0. (8) 
Die beiden Graphen (1) kompensieren sich also. 


Die Verallgemeinerung dieser Überlegungen liegt auf der Hand: Bei geschlos- 
senen Elektronenlinien mit n Knoten gilt entsprechend 


L+R=L/[l ü nr 9) 


Bei geschlossenen Elektronenlinien mit ungerader Knotenzahl kompensieren 
sich also die Graphenpaare Z und R. Dies ist das Furrvsche Theorem. 


284 Selbstbeeinflussung des Elektrons 


Als nächsten primitiv divergenten Graphen von Tabelle 281 untersuchen wir 
den Graphen 
i(2r)"Adk(u2 — ke) 


(p)/Yo i(2r)-tdp”(p" — m)ı u(p)/VO 
< -d R 
-iey(2ntö(p—k—p") -iey/(2r)!ö(p"+k-—p) 


“|| = ) 


Er beschreibt ein Elektron beim Übergang p > p', das ein Photon emittiert und 
dann selbst wieder einfängt. Das Matrixelement kann nach Integration über 9" 
in der Form 


<p'|S2|P) = — i(2r)t O1ö(p' — p)ulp') E(p)u (2) 


dargestellt werden. 


Die hier verwendete Einsetzfunktion 


Ep lan -k- mr (3) 


ist linear divergent, wie nach Tabelle 281 zu erwarten war. Wir denken uns diese 
Funktion nach p — m = S(p)! entwickelt: 


I (p) = (m) + S(p)"" 2" (m) + S(p)?Z*(p). (4) 
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&(m) und £’(m) sind Zahlen. Da in der Gleichung nur eine einzige Matrix, näm- 
lich p, auftritt, sind alle Größen miteinander vertauschbar. (Für die genauere 
Diskussion dieser Frage siehe (288.10) und den nachfolgenden Text!) Alle Glieder 
zweiter und höherer Ordnung sind in %° zusammengefaßt. Z(p) und 2’(m) sind 
höchstens linear divergent. Ihre Differenz und daher auch 2&’(m) ist nur noch 
höchstens logarithmisch divergent, wenn man unter (3) die Differenz der 
Integranden bildet. Da &°(p) wiederum die Differenz zweier logarithmisch diver- 
genter Ausdrücke, nämlich von Z(p) — Z(m) und S(p)"' 2’(m) darstellt, ist diese 
Funktion sicher konvergent. Die physikalische Bedeutung von (m), der hieraus 
formal algebraisch gebildeten Ableitung &’(m) und der konvergenten Funk- 
tion Z°(p) bleibt zu untersuchen. 

Auf Grund der Energie- und Impulsbilanz enthält die Matrix (2) nur Diagonal- 
elemente. Für deren Darstellung beachten wir 


Z(p)u(p) -LE(m)u(p) wegen STu=(p-m)u=0 (5) 
und ersetzen die ö-Funktion wie in (282.5) durch 
d(p - pP) = DT(2r)"*. (6) 
Die Diagonalelemente sind 
<p| S2| pP = -iTü(p) Z(m)u(p). (7) 


Wir beachten, daß nach (233.5) die Diagonalelemente der S-Matrix die Energie- 
differenzen zwischen den gestörten und den ungestörten Zuständen darstellen: 


PISID=-PlSc+ St ID=eset=1-iABT4... (8) 


Die Selbstwechselwirkung liefert daher für das freie Elektron in zweiter Ordnung 


den Beitrag 
Z(m) m 


a De a a er 


(9) 


Der Erwartungswert 8 ist von (138.7 und 8) her bekannt. Der Vergleich mit 
der ungestörten Energie 


E,(p) = ut Hu = ut(Bm + Zp)u = Ym? + p? (10) 
läßt erkennen. daß 2’(m) neben ß entsprechend 


3% 
2r 


m>m+&m $m = 2 (m) = m 


(11) 


zur Masse m hinzutritt, also die mechanische Masse m des Elektrons um einen 
Beitrag erhöht, der die Trägheit des vom Elektron mitgeführten Feldes enthält. 
Den Zahlenwert von öm mit M als „Abschneidemasse‘“ liefert die Auswertung 
[A 284] von (3) unter Anwendung des Regularisierungsverfahrens von [281]. 
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Bis auf Fehler von höherer Ordnung in e? lassen sich (9) und (10) zu 
E(p) = Eu(p) + AB(p) = Ym + pi + Zn en = Ym + (m)? + p® (12) 


zusammenfassen. 

Der Selbstenergiegraph (1) tritt auch im Innern sowie bei ein- und auslaufenden 
Elektronenlinien größerer Graphen auf und erzeugt dort weitere physikalische 
Effekte. Beim Einsetzen von (1) am rechten Ende eines Graphen muß ü’ in (2) 
durch die Ausbreitungsfunktion ersetzt werden, also 

up)/YO > i(2r)tdp(p— m)! 
ESP > (P- mt E(p) u(p/VO. 
Demnach bewirkt das Hinzufügen des Selbstenergiegraphen zum ursprünglichen 
Graphen hier nichts anderes, als daß die rechtsstehende Funktion u(p) durch 
u(p)>u*(p)=u(p) +S(p) Z(p) u(p) 
ü(p)>Uu*(p)=ü(p) + ü(p) (p)S(p) (14) 
S(p>8*(p)=S(p) + S(p) Zip) S(p) 
ersetzt wird. Die beiden übrigen Formeln gelten beim Einsetzen am linken Ende 


bzw. im Innern. (Mit u* ist hier und auch später eine aus u hervorgegangene 
Funktion gemeint, nicht etwa das Konjugiert-Komplexe von u!) 


(13) 


Wir untersuchen zunächst die Konsequenzen beim Einsetzen des Selbstenergie- 
graphen im Innern eines anderen Graphen. Nach (14) wird die entsprechende 
Elektronenlinie durch S*(p) ersetzt, und mit (4) erhalten wir 


S*(p) = S(p) + S°(p) Z(m) + S(p) 2’ (m) + 2°(p). (15) 
Dieser Ausdruck kann bis auf Fehler von höherer Ordnung als e? in der Form 


S*(p) » [(p — m)! + (p - m)? Z(m) + Z°(p)] [1 + 2" (m)] 


(16) 
»[(p - m - Z(m)) "+ Z*(p)] [1 + 2’ (m)] 
dargestellt werden. Er läßt die Bedeutung der Terme 
Z(m) =$m 2&' (m) = de/e 2(p)=dS(p) | (17) 


direkt erkennen. X(m) erhöht die Elektronenmasse m der Ausbreitungsfunktion. 
Der konstante Faktor 1 + &’(m) kann zur Ladung e hinzugenommen werden 
und erhöht diese um eine zusätzliche ‚induzierte Feldladung‘“ de, da jede innere 
Elektronenlinie mit zwei Knoten und jeder Knoten mit zwei Elektronenlinien 
verbunden ist. Diese Argumentation ist allerdings nur dann richtig, wenn die 
ein- und auslaufenden Linien je einen Faktor Yl + 2’(m) beitragen, was 
anschließend in (24) bewiesen wird. Die Massenerhöhung $m und Ladungs- 
erhöhung de sind unbeobachtbar, da sie unabhängig vom jeweiligen Prozeß stets 
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vorhanden sind, so daß nur m + $m sowie e + de wirklich beobachtet werden 
können. Abgesehen von diesen Effekten tritt durch den Einfluß der Selbstenergie- 
graphen lediglich die konvergente Funktion &°(p) zur Ausbreitungsfunktion S (p) 
hinzu. Sie wurde in (17) deshalb mit $S(p) bezeichnet. Allein diese konvergente 
Funktion enthält die vom Selbstenergiegraphen hervorgerufenen, wirklich be- 
obachtbaren Phänomene. 


Beim Einsetzen eines Selbstenergiegraphen in eine einlaufende Elektronenlinie 
wird u entsprechend (14) und (4) durch 


u*(p) = [1 + 82m) + 88" 2°’ (m) + SS" 2°(p)] u(p) 


18 
= [1+ (p- m)" &(m)] [1 + 88°" 2” (m)] u(p) . 

ersetzt. Das Glied mit %*° liefert hier keinen Beitrag; denn es gilt 
SS?Yu=-%SS°u=N(p—mu=0, (19) 


weil u die Diracgleichung erfüllt. Die übrigen Terme sind in der zweiten Zeile 
von (18) wie in (16) umgeformt. Der Faktor neben u ist mehrdeutig, da je nach 
Zuordnung von S-! die beiden Gleichungen 


sShu=u S(S-Tu)=S[(p-m)ul=0 (20) 
gelten. 


Dies hängt eng damit zusammen, daß die Vorschrift, bit=0 und!i= T 
die Elektronenladung quasistatisch ein- und wieder auszuschalten, bislang nicht 
beachtet wurde. Das ist besonders hier beim Selbstenergiegraphen, wo wir es 
vornehmlich mit Diagonalelementen zu tun haben, nicht zulässig. Wir beachten 
für die Einschaltfunktion (233.9) 


d(z) 9°4(x) = '/,9*0° (x (21) 


siehe (T 126.3), und berechnen (20) im Ortsraum, wobei wir gleichzeitig jede 
Integration mit der zugehörigen Einschaltfunktion versehen: 


SS! y(1)=[fax,da,$(1,2)0(2)8-'(2, 3) 0(3) Y(3) 
= (da, $(1,2)0(2) (pe— m) 6(2) 42) 
— [da,8(1,2) 0(2) [9(2) (pa — m) b(2) + iy„Y(2) 836(2)] 
= 15[d2,8(1,2)iy,$p(2) 886°(2). 


Durch partielle Integration 9* = 9" und mit Pad = mV, sowie mit 
S(1,2)(pz — m) = ö6(1,2) wird hier wie in (253.9) 


SSIy(l)= -1,[d,S( (1,2) (PR m) y(2) vo 
-Y,[da,ö( (2,292) = dl 
Im Innern des Bereichs ist 0?(x) = (x) = 1. 


(22 


(23) 
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Das wahre Ergebnis liegt also zwischen den beiden Resultaten (20), und der 
ungewisse Faktor in (18) ist daher 


LASSE mM]d= [+ Ya m)Id » VI + 2m) y, (24) 


wie in (17) bereits angenommen wurde. Der erste Faktor von (18) sorgt lediglich 
dafür, daß u* der Diraggleichung mit m + $m genügt: Bis auf Fehler höherer 
Ordnung als e? gilt nämlich 


(p — m) u* = Z(m)u = 2 (m) u*. (25) 


Zusammenfassend ist also festzustellen, daß durch Einsetzen eines Selbstenergie- 
graphen in eine äußere Elektronenlinie lediglich Masse und Ladung erhöht werden, 
aber keine beobachtbaren Effekte entstehen. Von physikalischer Bedeutung 
sind die Selbstenergieteile (1) daher nur, wenn sie im Innern von Graphen auf- 
treten. Dort haben sie zur Folge, daß der entsprechenden Ausbreitungsfunktion 8 
ein durch (17), (3) und (4) gegebenes Zusatzglied $S hinzugefügt werden muß, 
das im Anhang [A 284] ausgewertet wird. Die hier durchgeführten Überlegungen 
können prinzipiell auch auf Selbstenergiegraphen höherer Ordnungen erweitert 
werden. 


285 Selbstbeeinflussung des Photons 


Die Selbstenergiegraphen eines Photons sind nach Tabelle 281 ebenfalls 
divergent. Der einfachste unter ihnen ist von zweiter Ordnung und liefert das 
Matrixelement 

<k' \S, | = i2r)tdp(p—- m)! 


m e/V2 0 w 


-ie(ar)yuöp-p'—k) 


e!/V2 Ow' 


TR TREE () 
—ie(2r)'yö(k'+P'— pP) | 


m en 
i(2r)*dp'(p' — m)“ 


Es beschreibt ein von rechts einlaufendes Photon, das unter dem Einfluß der 
Wechselwirkung vernichtet wird, bei gleichzeitiger Erzeugung eines Elektronen- 
paars. Anschließend wird das Elektronenpaar wieder vernichtet und ein Photon k’ 
neu erzeugt. Die Untersuchung dieses Graphen erfolgt unter den gleichen Ge- 
sichtspunkten und in gewisser Parallele zu den Überlegungen des letzten Ab- 
sehnitts über den Selbstenergiegraphen des Elektrons. Ganz analog wie dort 
in (284.2 und 3) stellen wir mit den Fovrikrtransformierten 
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das Übergangselement (1) in der Form 


“SD = 1. E5E Se —%) AR) IT,,(6) Ar CK) (8) 


mit einer für. den Graphen charakteristischen Funktion 


Tr) = gm | ApSp trip - m) Yu k- m)-") (®) 


dar (Vierertensor). 


Nach Durchführung der Integration (4) kommen in diesem Tensor außer k, 
keine Vektoren mehr vor. Er kann daher aus Inyarianzgründen nur die Ferm 


IT, „(k) Z= k,k,R(k°) + 92,11%’) (5) 


besitzen, mit R und // als zwei Funktionen, die aus (4) berechnet werden müssen. 
Die Funktion R ist hierbei ohne jegliches Interesse : ist nämlich eine der Photonen- 
linien eine äußere Linie, so verschwindet der zu R gehörige Term wegen der 
Transversalitätsbedingung e,k* = 0. Sind beide Enden von (1) innere Photonen- 
linien, so müssen (über die D-Funktion hinweg) die Indizes von k, und k, mit den 
entsprechenden der nächsten Knotenpunkte im Graphen verbunden werden. 
Dort aber entsteht 


ülp') y„u(p) k [de el? -?-r— (day (a) y„Yle)idrerit? 
= -ifdzerttrge(d/y,y)=0. 


Es ist unwichtig, ob u(p) und u(p') freie Teilchen darstellen oder wie in (253.6) 
zu den entsprechenden Ausbreitungsfunktionen S gehören. Die Rücktransfor- 
mation (6) in den Ortsraum liefert nach partieller Integration Null, denn im Inte- 
granden steht dann die Kontinuitätsgleichung (216.6) für das Übergangselement 
& — V’ der Stromdichte j,. Die Funktion R trägt somit in keinem Falle etwas bei. 
Von der Funktion //(k2) spalten wir wie in (284.4) die Entwicklungsglieder 
nullter und erster Ordnung ab: 


(6) 


IT(k?) = I] (ug) — DIT (wo) + D° IP). (7) 


IT(w) divergiert quadratisch und IT’ (u) logarithmisch. /7°(k2) ist wieder eine 
konvergente Funktion. 

Die Matrix (3) enthält nur Diagonalelemente, die mit ö(k — k) = DT (2r)-? 
= IT, „(k)e*(k)=II(uö)e,(k) wegen k,e=-0 und K=-m=-0 (8) 
dargestellt werden können durch: 

Ak) zu(k)er(k) _ -ÄT AMT), _ ATI) (9) 


ASsı=-iT 20(h) 20) Dot) 
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Analog zu (284.8) besitzen die Diagonalelemente nach (233.5) wieder die Be- 


deutung 
&k|S|d=<&k|Sc+ St. | =ertdfT=1-iAET+--- (10) 


mit AE als der Energiedifferenz zweiter Ordnung für ein Photon mit und ohne 
Wechselwirkung. Die Photonenergie ist mit (223.4) und @= w+P 

2 w+o+r Ma) RN LE 
Der letzte Ausdruck entsteht hier nur für kleine II. Bereits der vorletzte läßt die 
physikalische Bedeutung dieses Terms erkennen: Durch A ie en der 
Wechselwirkung geht das Massenquadrat des Photons wa in us — II(uo) über. 


Weiter treten Photonen-Selbstenergie-Graphen im Inneren anderer Graphen auf. 
Dabei muß _ 
k)/YO>il2r)"Ak(ud — R)-!=i(2r)"*dkD(k) (12) 
ersetzt werden. Durch das Hinzutreten des Selbstenergiegraphen ändert sich an 
‚der entsprechenden Photonenlinie: 

A,(k) > Af(k) = A,(k) + D(k) IT(R?) A,(k) a3) 
D(k) > D*(k) = D(k) + D(k) II(k?) D(k). 


Unter Berücksichtigung von (7) erhalten wir für eine innere Photonenlinie 


D*(k) = D(k) + D*(k) IT(ug) — D(k) IT’ (ao) + IR). (14) 
Dieser Ausdruck läßt sich mit der Umformung 
De) ara (8) 


bis auf Fehler höherer Ordnung in e’ in der Form 


+ | — a] (16) 


1 
ren ee: 


darstellen. Auch hier erscheint —I/(u3) wieder als Zusatzglied zu w,, und IT’ (m) 
liefert einen konstanten (divergenten) Faktor zu D*. 


Die entsprechende Umformung liefert bei äußeren Photonenlinien 
A&(k) = [1 + D(k) II(uö) — D(k) D°'(k) IT’ (ua) + DD II] A; (k) 
= [1 + D(k) IT(a)] [1 — D(k) D°*(k) IT’ (uo)] Az(k) (17) 
» [1 + Dik) Ta] VI HI (wo) Aulk). 


Wie vorher in (284.20) ist DD-1A, zunächst unbestimmt, liefert aber bei Berück- 
sichtigung der zur S-Matrix gehörigen Einschaltfunktionen wieder den eindeutigen 
Wert 

D(k) D’'(k) A,(k) =", A,(k), (18) 


13 Macke, Quanten und Relativität. 2. Aufl. 
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der am Schluß von (17) bereits verwendet wurde. Diese Überlegungen lassen die 
Bedeutung der einzelnen Terme von (7) erkennen: 


IT(®)=8D(k). | (19) 


Die ersten beiden divergenten Terme liefern unbeobachtbare Zusatzterme zur 
Masse des Photons und zur Elementarladung, die hier die Rolle einer Kopplungs- 
konstanten zwischen dem Photonenfeld und dem Elektronenfeld spielt. Die 
konvergente Funktion I/° schließlich liefert ein Zusatzglied $D zur Ausbreitungs- 
funktion D und enthält die vom Graphen (1) im Innern anderer Graphen ge- 
lieferten, wirklich beobachtbaren Effekte. Sie wird im Anhang [A 285] berechnet. 


286 Vertexgraphen 


Unter Vertexgraphen verstehen wir solche mit zwei äußeren Elektronenlinien 
und einer Photonenlinie, also Graphen vom Typ der Abb. 286a und b. 


k 
a) R b) 


© 
£ N 
p = N 2 os 


Abb. 286. Vertexgraphen 


Der in Abb. 286a dargestellte Vertex zweiter Ordnung (verglichen mit dem Vor- 
handensein eines Knotens allein; in Wirklichkeit natürlich dritter Ordnung) 
soll hier untersucht werden. Wir erhalten nach Einsetzen aller charakteristischen. 
Funktionen 


Spk) = ie Spk p)Ark)üp)A,p,pup| (W 


mit der Einsetzungsfunktion 


dk’ 
AP‘; p) = an la _%'2 y.(p' => = my'y, (p u m)! ge (2) 


Die letztere Größe ist in (1) gerade so eingeführt, daß beim Ersetzen von A, 
durch y, der zugehörige Vertex nullter Ordnung entsteht. Die Funktion (2) 
ist logarithmisch divergent, in Übereinstimmung mit Tabelle 281. Wir zerlegen 
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sie in 
A.tp', pP) = Au(m) + Ay (p', P) (3) 


mit einem konstanten, aber divergenten Anteil A,(m), der aus A,(p’, p) durch 
p’=p und anschließendes Ersetzen von p durch m entsteht. Der restliche Term 
A&(p',p) muß dann konyergent sein. Die so entstehende Größe kann entsprechend 


1 
A,.(m) = y„L(m) L=7 y"A,(m) wegen y'y„=4 (4) 


nur noch von y, abhängen. L(m) ist eine Zahl. Die Auflösung dieser Gleichung 
nach Z erfolgt durch Multiplikation mit y“. L ist ebenfalls logarithmisch divergent. 
Die als Differenz gebildete Funktion A7, dagegen ist konvergent. 


Beim Hinzufügen des Vertexteils von Abb. 286a geht das im ursprünglichen 
Knoten stehende y„ über in 


voysyv+AP,pP=y(A+D+AP,Pp)- (8) 
Bis auf Fehler höherer Ordnung in e® kann dieser Ausdruck durch 
Ya & (yu+A%(P', p)) (1 + Lim) (6) 


ersetzt werden. Der divergente Anteil Z(m) ersetzt also lediglich die ursprüng- 
liche Ladung e durch e(l + L(m)). Daher gilt 


y"A,(m, m) = de/e AP',pP=dy,(p',Pp)-. (7) 


Die konvergente Funktion A%, enthält allein die durch diesen Vertexgraphen 
beschriebenen beobachtbaren Effekte. 


Schließlich sei noch auf einen Zusammenhang zwischen der Vertexfunktion A, 
und der Selbstenergiefunktion Ü(p) hingewiesen. Wir betrachten zunächst die 
Identität 
9 1 


0 = dpe (y,P” m) (p m)=! Yu(P m)"! AR (p 2 m) dpi (p _ m)” “ (8) 
Aus ihr folgt wegen S(p) = (p — m)°! 
Zum (P m) '= —(p - m)y,(p— m) ‚SsP.| 9 


Der Vergleich von (284.3) mit (2) läßt für p’ = p jetzt sofort die Gültigkeit der 
„Warnschen Identität‘ 


Z(p) L(m) = — 2’ (m) (10) 


ß) 
|e»- — Ip 


13* 
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erkennen. Die danebenstehende- Gleichung erhalten wir aus 


A,tm, m) = — [25 Em) + (pm) &(m) +} „= 12m), (11) 


02 
wobei lediglich das in p — m lineare Glied berücksichtigt zu werden braucht. 
Anschaulich entspricht der Differentiationsprozeß (9) bzw. (10) dem Einfügen 
einer Photonenlinie mit der Polarisationsrichtung # und dem Impuls k, = 0. 
A,„(p';, p) wird in [A 286] ausgewertet. 


287 Renormierung von Masse und Ladung 


Die bisherige Untersuchung der einfachsten divergenten Graphen hat ergeben, 
daß sich die Divergenzen in mehreren Konstanten konzentrieren lassen und als 
solche keine physikalischen Effekte hervorrufen, sondern lediglich als Zusatz- 
massen und -ladungen wirken, indem sie die ursprünglichen Größen der Theorie 
durch 


m—> m + dm e>e+de wom+dwW| () 


ersetzen. Da diese Wirkungen aber stets vorhanden sind, kann auch stets nur 
m + d$m als Ganzes beobachtet werden, nicht aber m oder $m allein. Entsprechen- 
des gilt für e und ı- 


Da das Ziel aller Bemühungen in der Theoretischen Physik aber darin besteht, 
Beziehungen zwischen beobachtbaren Größen herzustellen, empfiehlt sich folgendes 
Verfahren: Wir ersetzen die ursprünglichen Größen m, e und uw durch m — $m, 
e - de und us — du? und wählen die Größen $m, de und $u? später so, daß sie 
die durch den Einfluß der Wechselwirkung entstehenden Zusatzgrößen gerade 
kompensieren. Die dann übrigbleibenden Größen m, e und ws entsprechen so 
den experimentell wirklich beobachteten Größen für die Elektronenmasse m, 
die Elementarladung e und die Photonenmasse u, = 0. Dieses Verfahren wird 
als Renormierung bezeichnet. 


Die (zum Teil klassischen) Grundgleichungen, aus denen sich die Quanten- 
elektrodynamik aufbaut, lauten jetzt mit den veränderten Grundgrößen m — m, 
e— de und uw — du? 

O+m-3)A=5 = (e-e)yy, 


(2) 
(p-m+$m)V = (e—de)Ay = 


Sie geben zu S-Matrixelementen erster Ordnung Anlaß, die nach (233.9 und 11) 
hier die Form 


&..|S1l..3 = -ifdrle — de)Y’ Ay = -ifdxj,4? (3) 
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besitzen. Unter j, in (3) ist das entsprechende Element für den Übergang ) > W’ 
zu verstehen. ) und A sind hier die Eigenfunktionen für ein- und auslaufende 
freie Teilchen, die sich mit den Massen m — $m und Yu? — du? bewegen. Die 
S-Matrix-Elemente von höherer Ordnung setzen sich, wie von [255] her bekannt 
ist, aus denen erster Ordnung zusammen. 


Für die praktische Durchführung des Renormierungsverfahrens ist es zweck- 
mäßig, alle Terme mit den Zusatzgrößen $m, de und du? aus den ungestörten 
Gleichungen herauszunehmen und als Störung zu behandeln, also den Störtermen (3) 
hinzuzufügen. Die umgeordneten Gleichungen (2) 


O+m)A= +84; = (e-de)byıy 


(4) 
(p—-m)b = (e— de) Ab — dm 


lassen sofort erkennen, in welcher Art (3) erweitert werden muß: Zu dem ur- 
sprünglichen Term (3) tritt einer hinzu, bei dem j, durch $u2A, ersetzt ist, und 
einer, bei dem (e — de)A durch — dm ersetzt ist. Insgesamt entsteht somit 


<..]|S1l. > = -i[de[le - de) Ay — dm Yb + 82444] (5) 


für die S-Matrix in erster Ordnung hinsichtlich e, de, $m und du?. Im Gegensatz 
zu (3) bedeuten ) und A hier die ungestörten Lösungen für Elektronen und 
Photonen, die sich mit ihren wahren, experimentell beobachteten Massen m 
und 4, = 0 bewegen. Die Graphendarstellung von (5) 


ee eg (6) 


Yae Yale - de) dm +3u? 


läßt erkennen, daß nunmehr auch Graphen auftreten, die auf den Elektronen- 
linien und Photonenlinien Knoten ohne Abzweigung anderer Linien enthalten 
können. Jeder solche Knoten ist, abgesehen von dem überall auftretenden Fak- 
tor —i, mit einem Faktor —$m bzw. +? an Stelle von y;(e — de) zu versehen. 
Das allgemeine Übergangselement der S-Matrix setzt sich nun aus der Summe 
aller beliebig konstruierbaren Graphen zwischen den Anfangs- und Endlinien 
zusammen, deren topologische Elemente durch (6) dargestellt sind. Da dm 
und 84? proportional zu e? sind, brauchen beim S-Matrixelement n-ter Ordnung 
nur bis zu n/2 Knoten mit $m und du? berücksichtigt zu werden. Die Durch- 
führung dieses Verfahrens führt in den nächsten beiden Abschnitten zu dem 
Ergebnis, daß bei geeigneter Wahl der Größen de, $m und du? alle in den Graphen 
auftretenden Divergenzen beseitigt werden können. Der Beweis liefert gleich- 
zeitig die Hinweise und Rechenvorschriften dafür, wie dies zu geschehen hat. 
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288 Skelettgraphen mit Einfügungen 
Ein beliebiges Element der S-Matrix wird bis zur n-ten Ordnung durch 


Ges ++ Sl 3= IM 9m 8, Di e— de, dm, Su) (1) 


beschrieben. Diese Gleichung besagt, daß über alle Graphen 9 mit bis zu n Knoten 
(mit der Ladung e — de) zu summieren ist und darüber hinaus die Graphen 
mit Knoten —dm und $u? zu berücksichtigen sind. 


Diese Graphen werden in folgender Weise umgeordnet: Wir streichen in (1) 
zunächst alle Graphen mit Vertex- und Selbstenergieteilen und nennen die ver- 
bliebenen Graphen Skelettgraphen. Anschließend berücksichtigen wir die Streichun- 
gen wieder dadurch, daß wir alle zu den Selbstenergieknoten und -linien der 
Skelettgraphen gehörigen Größen y, $S und D durch neue Größen y*, S* und D* 
ersetzen, die sämtliche einsetzbaren Vertex- und Selbstenergieteile enthalten, und 
zwar bis zu so hoher Ordnung von e, daß die Gesamtknotenzahl des jeweiligen 
Graphen n ist. Das Resultat lautet symbolisch 


Eule RP De = de, 0,0). (2) 


Summiert wird nur noch über alle Skelettgraphen bis zur n-ten Ordnung. Da 
auch die $m- und 3u2-Knoten Selbstenergiegraphen sind, fallen sie mit unter 
die Streichung und werden in den neuen Funktionen y*, S* und D* berücksichtigt. 


Die neuen Größen müssen so gewählt werden, daß sie alle einsetzbaren Vertex- 
und Selbstenergieteile enthalten. Dies geschieht durch die Gleichungen 


Yu>Yk(p,Pp) =Ya+Au({P',Pp) 
S(p) > S*(p) = S(p) + S(p) (Z(p) — $m) S*(p) (3) 
D(k) > D*(k) = D(k) + D(k) (II(k?) + 34°) D*(k). 


Die Größen $, IT und A, sind von den Abschnitten [284], [285] und [286] her 
in zweiter Ordnung bekannt. Sie sollen hier jedoch alle (irreduziblen) einsetz- 
baren Selbstenergie- und Vertexteile enthalten. Die Graphenanteile — dm bzw. 
Su? von (287.6) werden in (3) immer zusammen mit & bzw. IT eingesetzt und da- 
durch vollständig berücksichtigt. In & und /7 werden jedoch nur solche Selbst- 
energiegraphen zusammengefaßt, von denen sich keiner durch Zerschneiden in zwei 
oder mehrere einzelne Selbstenergiegraphen zerlegen läßt (irreduzible Graphen). 
Daß auf einer Elektronenlinie mehrere irreduzible Selbstenergiegraphen & und 
— $m eingesetzt werden können, wird durch S* auf der rechten Seite von (3) 
berücksichtigt. Durch sukzessives Einsetzen von S* rechts in (3) entstehen 
Potenzreihen, deren Glieder die in (1) enthaltenen Graphen mit Ketten von ir- 
reduziblen Selbstenergiegraphen einschließlich solcher mit — dm beschreiben. 
Entsprechendes gilt für D*. Die Auflösung dieser beiden Gleichungen liefert 


S+-1-8-1-.2(p) + dm Dr'=D"- II) Bu, (4) 
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oder in etwas anderer Schreibweise 


1 1 


a yon Te 4 DI- EP R-0@ (6 


Diese Formeln lassen die Bedeutung der Einsetzfünktionen Z(p) und —//(k2) 
als impulsabhängige, zu m bzw. u, hinzutretende zusätzliche Feldmassen bzw. 
Massenquadrate klar erkennen. 


Nunmehr müssen die in (3) eingeführten Funktionen A,, & und /J bestimmt 
werden, bei gleichzeitiger Untersuchung ihrer Divergenzeigenschaften. Zuerst 
betrachten wir die Vertexfunktion 


A,(p', p) = Us AD (y*, S*, D*, e— de, 0,0). (6) 


Sie besteht aus allen irreduziblen Vertexgraphen zweiter und höherer Ordnung, 
die sich nicht in Vertex- und Selbstenergiegraphen zerlegen lassen. Einige von 
ihnen sind 


RN OR 7 I“ (7) 


Auch in ihnen sind die Größen y, Sund.D wieder durch y*, S* und D* entsprechend 
(3) zu ersetzen. 


Die Gleichungen (3) bis (6) zusammen mit entsprechenden Gleichungen für 
D(p) und I/(k2) stellen ein System von Rekursionsformeln für die Bestimmung 
von (2) dar. Ist einer der Skelettgraphen z. B. von der maximal interessierenden 
Ordnung n, so brauchen überhaupt keine Einsetzungen berücksichtigt zu werden, 
und es kann y* = y, S* = 8, D* = D gesetzt werden. Ist der betreffende Skelett- 
graph dagegen von niederer Ordnung, so müssen die in y*, S*, D* zusammen- 
gefaßten Einsetzungen bis zu so hoher Ordnung berücksichtigt werden, daß die 
Gesamtordnung des betreffenden Gräphen wieder n wird. Also ist die hier zu 
berücksichtigende Ordnung kleiner als n. Das in diesen Formeln verwendete 
Verfahren muß daher so oft wiederholt werden, bis die in (2) maximal interessie- 
rende Ordnung des Graphen 9 erreicht ist, und bricht dann ab. Man überzeugt 
sich an Hand von Beispielen leicht, daß alle in (7) zusammengefaßten Vertex- 
graphen primitiv divergent sind und entsprechend Tabelle 281 logarithmisch 
divergieren. Die Zerlegung 


A,(p',p) = A, (m, m) + Ay(p', p) = y„L(m) + Ay (p', p) (8) 
enthält aber neben einer logarithmisch divergenten Konstanten L(m) eine Funk- 
tion A%,(p’, p), die konvergent ist, falls die in (6) durchgeführten Einsetzungen 


ebenfalls konvergent waren, eine Voraussetzung, deren Berechtigung erst im 
nächsten Abschnitt genauer untersucht wird. 


190 2 Quantenelektrodynamik [288] 


Bei der Berechnung von &(p) und //(k?2) aus den einsetzbaren Selbstenergie- 
graphen entsteht eine Schwierigkeit: Nur die in [284] und [285] untersuchten 
Graphen zweiter Ordnung sind primitiv divergent. Bereits die in vierter Ordnung 
auftretenden Graphen 


Abb. 288.1. Überlappende Divergenzen bei Selbstenergiegraphen vierter Ordnung 


besitzen sogenannte überlappende Divergenzen. Diese Graphen entstehen beim 
Einsetzen von y* in die entsprechenden Graphen zweiter Ordnung sowohl bei a 
als auch bei b. Sie bleiben auch nach Durchschneiden einer Linie divergent. 


Die Selbstenergieanteile der Elektronenlinien lassen sich durch Verallgemeine- 
rung der von (286.10) her bekannten Warpschen Identität 


-— Z(p)=-A,(P,P) (9) 


behandeln. Betrachten wir irgendeinen Elektronen-Selbstenergie-Graphen höherer 
Ordnung, z.B. den von Abb. 288.2: 


Abb. 288.2. Elektronen-Selbstenergie-Graph sechster Ordnung. Durch Einsetzen von Pho- 
tonenlinien an den mit W bezeichneten Stellen entsteht eine zugehörige Klasse von Vertizes 


Hier ist die Variable p in allen Ausbreitungsfunktionen S(p + - - -) längs der 
durchgehenden Elektronenlinie enthalten. Sind außerdem closed loops in dem 
Graphen enthalten, so kann man zu deren Impulsvariabeln überall ohne Schaden p 
hinzuaddieren. Differenzieren wir die zugehörige Funktion & (p) nunmehr nach p*, 
so hat dies bis auf einen Faktor — 1 entsprechend (286.9) die gleiche Wirkung, 
als würden wir nacheinander (Produktregel!) jede der Elektronenlinien S durch 
Sy„S ersetzen, also nacheinander eine Photonenlinie mit dem Impuls k* = 0 
einsetzen. Jedem Selbstenergiegraphen entspricht daher eine Klasse von Vertex- 
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graphen, und es kann leicht bewiesen werden, daß allen Selbstenergiegraphen 
zusammen genau die Gesamtheit aller Vertexgraphen entspricht. Dies aber ist 
genau der Inhalt der Warpschen Identität (9). 


Die gesuchte Einsetzfunktion Z(p) wird daher nicht direkt bestimmt, sondern 
‚ aus A, dureh Integration gewonnen: 


p 
Z(p) = Im) - [APA,(p,p)- (10) 


Die Integrationsgrenzen p und m sind hier nur symbolisch gemeint und bedeuten 
folgendes: Man integriere zunächst A,(p, p) zwischen den Grenzen p, und p,, 
wobei p, die Eigenschaft p,‘ = m? haben soll. Dann stelle man das Ergebnis 
durch p,y* = p und p,y“ = p’ dar. Anschließend ersetze man die Matrix p’ durch 
m. Dieses Vorgehen bedarf besonderer Erwähnung, weil es keinen Viererimpuls p, 
mit der Eigenschaft p’ = m gibt, da es mit keiner Wahl der p, möglich ist, 
p,y‘ =p’ zu einer Einheitsmatrix zu machen. Lediglich bei Anwendung auf freie 
Teilchen u(p') gilt (p’ — m)u = 0 als Eigenwertgleichung. 


Wegen (8) kann (10) wie früher in (284.4) durch 
Z(p) = &(m) + (p — m) 2" (m) + (p — m)’ %°(p) 


r (11) 
(m) =? &' (m) = — L(m) S-?2°(p) = — [dp# A&(p, p) 


dargestellt werden. Die erste Konstante &(m) kann durch dieses Verfahren nicht 
berechnet werden. Sie wird aber in (3) durch die geeignet gewählte Renormierungs- 
masse $m kompensiert und spielt daher keine Rolle. Die andere Konstante &’(m) 
divergiert nach (8) logarithmisch, trägt aber nur zur Ladungsrenormierung bei, 
wie im nächsten Abschnitt gezeigt wird. Die verbleibende Funktion 2°(p) ent- 
hält die physikalisch meßbaren Effekte und ist konvergent, sofern die in (6) 
gemachten Einsetzungen keine Divergenzen enthalten. 


Da nach Abb. 288.1 auch die Photonen-Selbstenergie-Teile überlappende 
Divergenzen besitzen, bestimmen wir die entsprechende Einsetzfunktion //(k?) 
durch ein zur Berechnung von &Ü(p) analoges Verfahren. Wir betrachten zunächst 
den folgenden Vertexgraphen für drei Photonen: 


Hl 
® 
|S,1h) = 2 Nor 12 


[ER EL SON k 
p 


Er kann analytisch durch 


EAN RICH 


O=* 


dk’ —1 k) A*(k') A,„„(k', k) A"(l)A’(k) (13) 
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dargestellt werden mit der Einsetzfunktion 
ie? 
Azu(k', k) = ar Jar Spfulp+kK’-m)'y(p+k-m'y(p-my'). (14) 


Nach dem Furryschen Theorem verschwinden solche Graphen nur, wenn man 
zwei in umgekehrter Richtung durchlaufene Graphen zusammenfaßt. Hier 
jedoch werden diese Graphen einzeln verwendet und verschwinden daher nicht. 
(Je nach Wahl der Integrationsvariabeln auf der geschlossenen Elektronenlinie 
tritt die zu differenzierende Variable k nur in der oberen oder nur in der unteren 
Hälfte auf.) Der Vergleich mit (285.4) zeigt sofort die Gültigkeit von 


30 1,0) = —An,,(k, k) (15) 


in Analogie zur WarDpschen Identität. Je nach Wahl der Variabeln in den Aus- 
breitungsfunktionen tritt die Variable k’ = k nur längs der oberen (oder nur längs 
der unteren) Elektronenlinie auf. Lassen wir ähnlich wie anschließend an (285.5) 
die zu k, und k, proportionalen Terme in 

Azusv(k, k) = kık,--- +92,4,(k) (16) 
fort, so gilt 


a 102) = —A,(R) (17) 


als eine Beziehung, aus der die gesuchte Funktion //(k?2) durch Integration 
gewonnen werden kann. 


Das soeben in zweiter Ordnung durchgeführte Verfahren ist verallgemeinerungs- 
fähig. Wie Abb. 288.3 


a N_ sn 
Ne (m) 


Abb. 288.3. Zu jedem Photonen-Selbstenergie-Graphen gehört eine Photonen-Vertex-Klasse 
dadurch, daß bei W nacheinander Photonenlinien eingesetzt werden 


zeigt, läßt sich jedem Photonen-Selbstenergie-Graphen eine Klasse von Photonen- 
Vertex-Graphen zuordnen, die in A, zusammengefaßt sind und aus dem ersteren 
dadurch hervorgehen, daß wir die k-Variable von links nach rechts durch den 
Graphen hindurch verfolgen. Im übrigen definieren wir durch Gleichung (17) 
diejenige charakteristische Funktion A,, welche alle auf diese Weise aus allen 
Photonen-Selbstenergie-Graphen hervorgehenden Photonen-Vertex-Graphen ent- 
hält. Dann gilt (17) gewissermaßen als Definitionsgleichung. Enden in einem 
Photonen-Selbstenergie-Graphen die äußeren Photonenlinien aber auf verschie- 
denen geschlossenen Elektronenlinien, so ist es, wie immer man auch die Variabeln 
wählen mag, unmöglich, die Variable k nur in Elektronenlinien auftreten zu 
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lassen. In diesen Fällen entstehen Photonenvertizes, bei denen drei Photonen 
zusammenlaufen. Entsprechend den Einsetzungen 
a 


I=(k+..-m'+zS- —8y,8 


(18) 
D=(}- (k+ ">; = +D2k,D 


ist an einer solchen Stelle einfach ein Faktor 2 ku einzusetzen. 


Es ist sofort erkennbar, daß bei diesen Einsetzungen die Konvergenz der 
Graphen um jeweils einen Grad günstiger wird. Zerlegen wir (17) daher ent- 


sprechend 
A,(k) = 2k,K + AG (k), (19) 


so ist K eine logarithmisch divergente Konstante und 47, (k) eine konvergierende 
Funktion (falls die auch hier evtl. noch erforderlichen weiteren Einsetzungen 
keine divergenten Faktoren enthalten). Durch Integration über k* entsteht 


hieraus k 


u 
IT?) = II(u) — [ A"A,(k) mit (ku)’= u, (20) 
in 


und wir erhalten wie in (285.7) für die Einsetzfunktion: 
IT(R®) = IT(u8) — DIT" (a8) + DPI 12) 


ku (21) 
II) =? IT(w)=—K DIP (0) = — | Ab AL(k). 
I 


IT(us) kann durch dieses Verfahren nicht bestimmt werden, wird aber in (3) durch 
die Renormierungsmasse $u? kompensiert. Der divergente Faktor K trägt zur 
Renormierung der Ladung bei, und in //°(k?) sind die physikalisch beobachtbaren 
Effekte enthalten. 


Damit ist die Umordnung der Graphen (1) komplett durchgeführt. Entsprechend 
(2) werden nur Skelettgraphen betrachtet und mögliche Einsetzungen (3). Die 
zugehörigen Einsetzfunktionen können auf die Elektronen- und Photonen- 
vertizes zurückgeführt werden, die überall noch auftretenden divergenten Kon- 
stanten aber werden durch geeignete Wahl der Renormierungskonstanten dm, 
de und $u? kompensiert, wie im nächsten Abschnitt bewiesen wird. 


289 Abspaltung aller Divergenzen 


Den Überlegungen des letzten Abschnittes zufolge besteht die Aufgabe, ein 
gegebenes Element der S-Matrix bis zur n-ten Ordnung in e zu berechnen, in 
folgendem: Wir bilden entsprechend 


Cr] Spt + Hl = fette 9{Y*, 8%, D*, e— de) 1) 
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zunächst die Summe aller Skelettgraphen mit bis zu n Knoten, also alle zum 
Element gehörigen Graphen ohne Selbstenergie- und Vertexteile und auch ohne 
die zu —$m und +du? gehörigen Knoten. Dafür werden die an den Knoten 
und inneren Linien vorhandenen Größen y, S und D durch 


S*-1(p) = $-1(p) — Z(p) + 3m 


EP. =-y+AlpP) (2) 


D*-1(k) = D-!(k) — IT(R) — Iu2 


ersetzt, und in den Größen 
A,(p', p) = A,{y®, S*, D*;e—de}=y,„L(m) + Az (p',p) 


I(p) = Z{y*, S*, D*,e— de} = &(m) + S-!F" (m) + S-?Z°(p) (3) 
IT(k*) = II{y*, S*, D*; e— de} = II(u) — D’' IT’ (u) + D?II°(R2) 


sind die in (1) fehlenden irreduziblen Einsetzgraphen berücksichtigt. Sie enthalten 
alle Selbstenergie- und Vertexskelette einschließlich deren Einsetzungen bis zu 
so hoher Ordnung, daß die Gesamtordnung n des jeweiligen Graphen in (1) 
nicht überschritten wird. Also sind diese Einsetzgraphen auf jeden Fall von 
geringerer Ordnung als n. (Ist 9 bereits ein Skelett n-ter Ordnung, so sind über- 
haupt keine Einsetzungen erforderlich.) 


Die Gleichungen (2) und (3) sind also Rekursionsformeln zur Berechnung 
von y*, S* und D*. In diesen Gleichungen sind die Konstanten 


Z{m), Z’(m)=-L, Il(w), I(w)=-K, dm, du, de| (4) 


divergent. Dagegen sind die Funktionen 


k 


2 n 
App,  Zp=-H[dp#As(p,p), IIe(2) = — D®| dk# A&,(k) 
m ko 


konvergent, aber auch nur, wenn die in ihnen in niederer Ordnung enthaltenen 
Größen y*, S* und D* konvergent waren, was im allgemeinen allerdings nicht 
der Fall ist. 


Das Ziel der weiteren Überlegungen besteht nun darin, durch geeignete Wahl 
der Renormierungsgrößen $m, $e und Su? dafür zu sorgen, daß alle divergenten 
Konstanten (4) aus <...|S|...> herausfallen. Am einfachsten ist diese Aufgabe 
bei der Massenrenormierung zu lösen. Verfügen wir über öm und du? so, daß 


3m = Z(m) Su = — II(ui) (6) 


gilt, so verschwinden die Größen (m) und I/(u}) aus den Gleichungen (2) 
und (3), wie man sich durch Einsetzen von (3) in (2) sofort überzeugt. 
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Die Beseitigung der übrigen divergenten Konstanten durch geeignete Wahl 
von de ist eine etwas schwierigere Aufgabe, die wir nur schrittweise lösen können. 
Der erste Schritt besteht darin, daß wir als 5 denjenigen Graphen einführen, 
der aus irgendeinem Graphen g von (1) dadurch hervorgeht, daß wir alle diver- 
genten Konstanten (4) einfach streichen. Wir bezeichnen ihn mit 


6=g,8,D,e. (7) 
Die darin auftretenden Größen 
Pp,P)=y+Äß,p IHi=es!-S?2e Di=D!-D°r (8 


enthalten definitionsgemäß nur noch die konvergenten Einsetzungsfunktionen, 
die ihrerseits aus den Rekursionsformeln 


Au‘, p) = SAP, 8, DJ = y.Lm) + Ay.(p', p) ia 
Ak) =2,A@1Y, 8, D}= 2%, K + 45, (k) 


für die Elektronen- und Photonenvertizes zu entnehmen sind und gleichzeitig 
die Einsetzfunktionen 


E(p) =, 8, D; e} = Em) + S-1F" (m) + S-?X°(p) 
II) = IT, 8, D; e} = Illu) — DIT (ma) + DD (2) 
mit bestimmen. Der durch (7) bis (10) gegebene Graph 9 ist unter allen Umständen 


konvergent. Lediglich die in (9) und (10) enthaltenen Größen L{m), K, £(m), 
&’(m), IT(u3) und I/’(u}) sind divergent, und zwar primitiv divergent, treten 


(10) 


aber in den Größen y, S und D definitionsgemäß nicht auf. 


Der zweite Schritt bei der Durchführung der Ladungsrenormierung besteht 
in der Feststellung, daß die nach der Massenrenormierung (6) in (1) bis (3) noch 
vorhandenen Divergenzen entsprechend 


(1) 


in den konstanten Faktoren A, B und C zusammengefaßt werden können. Diese 
Aussage ist durch die Gleichungen (284.16), (285.16) und (286.6) in zweiter 
Ordnung bewiesen. Wir setzen sie für alle Ordnungen voraus, die kleiner als n 
sind, um sie für die n-te Ordnung zu beweisen. Gelingt dies, so ist (11) damit 
gleichzeitig für beliebig hohe Ordnung n bewiesen. Da y*, S* und D* in (3) eine 
niedrigere Ordnung von e besitzen als in (2), können wir den Beweis so führen, 
daß wir die Relationen (11) in (3) voraussetzen, um sie anschließend für (2) 
zu beweisen. 


Zur Durchführung des Beweises betrachten wir zunächst die in der ersten 
Gleichung (3) zusammengefaßten Elektronenvertizes. Irgendein Einsatz-Vertex- 
Skelett-Graph A®” von der Ordnung 2» wie z.B. (288.7) enthält 2» mal die 
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Elektronenladung, 2» +1 Faktoren y*, 2» Elektronenlinien S* und » Photonen- 
linien D*. Setzen wir für diese Größe (11) voraus, so muß 


Ant, S%,D4, e 3) (I) Am Br amt ,Dd 1 


gelten. Also unterscheidet sich die divergente Funktion A von der entsprechenden 
konvergenten Funktion Ä= Aly...} auch nur um einen divergenten Faktor. 
Der anschließend zu führende Beweis dafür, daß (11) auch für die Größen (2) 
gilt, ist nur möglich, wenn dieser Faktor unabhängig von der Ordnung 2» des 
jeweiligen Graphen ist. Dann aber muß gelten: 


= — de 1 
ed 2 = an 
.- e ABC (13) 


Offenbar ist dies nur mit einer ganz bestimmten Wahl der Renormierungsladung de 
möglich. 

Als nächstes betrachten wir ein Einsatz-Photonen-Vertex-Skelett 4°”, siehe 
etwa Abb. 288.3. Es enthält 2vmal die Elektronenladung, 2» Knoten y* (bei 
der durch die Differentiation entstehenden Photonenlinie mit k* = 0 steht immer y 
und nicht y*!), 2» Elektronenlinien S* und » — 1 Photonenlinien D*. Also folgt 
unter der Voraussetzung (11) 


A®N (v*, S*, D*, e — de} = Be >” 12> p2» r-1418) ”S,D,e (14 
r e T ) 


für den Zusammenhang zwischen dem divergenten und dem konvergenten 
Graphen. Der Faktor, um den sich beide unterscheiden, muß wieder unabhängig 
von » sein. Hieraus folgt für A=4Aly...} 
A= ci rue, 
e ABYC 


(15) 


Diese Forderung ist mit (13) konsistent. Der Zusammenhang (288.9) zwischen A 
und % und derjenige (288.17) zwischen A und // haben zur Folge, daß neben (13) 
und (15) auch die Gleichungen 


-45 I= 0-11 (16) 
gelten müssen. 
Nunmehr berücksichtigen wir (13), (15) und (16) in den Gleichungen (2): 
Y=y+An=y,+AAu=yu(1+ALm)) + AA 
Sr-1- 8-1(1 — Z’(m)) -S?2°=8-1(1 — AL'(m)) — S?AR° (17) 
D*-t = DU1 + IT’ (ul)) — DIP= DL + 07 (ud) — DI CI. 


Diese Größen erfüllen tatsächlich die Bedingungen (11), allerdings nur unter 
gewissen Voraussetzungen für A, B und ©. Beim Gleichsetzen von (11) und (17) 
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entstehen nämlich die Bedingungsgleichungen 
A=1+AL B-'!=A=1-AL'(m) C!=-1+C(ud). (18) 


Sie ergeben nach Auflösung 


B=1+2'(m) C=1-If(u) | (19) 


für die divergenten Konstanten, da gleichzeitig 
B=.A"! wegen X'(m) = —L(m) (20) 


gilt, wie von (288.11) her bekannt ist. 


Wird die Renormierungsladung also durch 


de 1 EN 1 
e ABYC Yı- rw) 


21) 


festgelegt, so gilt (11) für alle Ordnungen n der Kopplungskonstanten e. Daß 
sich in diesem Ausdruck A und B und damit der Renormierungseinfluß von 
Elektronenselbstenergie und Elektronenvertex gegenseitig kompensieren, be- 
deutet, daß letzten Endes die mit dem Photonen-Selbstenergie-Graphen zu- 
sammenhängende Polarisation des Vakuums allein eine zusätzliche Feldladung de 
des Elektrons erzeugt. Für die Durchführbarkeit des Renormierungsverfahrens 
selbst ist diese Tatsache ohne Belang. Die Gleichungen (16) und (19) erlauben 
uns übrigens, die Renormierungsmassen (6) entsprechend 


1+2’(m) 1-L(m) 1- IT’ (u) 


Em) __ Em) su Au) (22) 


durch primitiv divergente Konstanten darzustellen, die nur noch von den re- 
normierten Größen m, e und u, abhängen. 


Mit (11) und (19) kann bewiesen werden, daß die durch Streichung aller di- 
vergenten Faktoren entstehenden konvergenten Graphen (7) mit den divergenten 
Graphen übereinstimmen, wenn man de entsprechend (21) wählt. Zuvor allerdings 
müssen die im Graphen 9 noch auftretenden äußeren Elektronen- und Photonen- 
linien untersucht werden, die ja ebenfalls durch Größen \* und A% ersetzt werden 
müssen, da auch hier Ketten von irreduziblen Selbstenergiegraphen eingesetzt 
werden können. Die zugehörigen Gleichungen 


y>Yr=d+ SE -Im)yr= [1-82 - Sm)Ity 
A,>AX= A, + D(IT+ 34) Ak= [1 — DIT + SW "A, 


berücksichtigen mit )* und Af rechts wieder das kettenweise Auftreten von 
Selbstenergiegraphen. Beim Einsetzen von & und // aus (3) und nach Durch- 


(23) 


198 2 Quantenelektrodynamik [289] 


führung der Massenrenormierung (6) lauten diese Gleichungen 

* = [1 2(m)SS'- 2p)SS-" 19 = [1 Zm)SS-"T!y Er 
A*=[1+ II’ (uw) DD" — IF(®) DD’ "A, =[1+IT (wm) DD"'T'A,. 
Wir denken uns die Ausdrücke [...]-! durch die entsprechenden Potenzreihen 
ersetzt. Hierbei verschwinden alle Glieder, die SS-? bzw. DD? enthalten, da 
S-1y = 0 bzw. D-1A, = 0 ist. So entstehen die Ausdrücke rechts in (24). Die 
verbliebenen Faktoren sind wie in (284.20) und (285.17) scheinbar unbestimmt. 
Wir können sie einfach dadurch erraten, daß nach (253.5) und (252.3) normierungs- 
mäßig SW? und DA? gilt. Der Vergleich mit (11) und (19) liefert dann 


d*= VBy= 14 Fm)y Ar= 04, =Yı-rusA,. | (28) 


Die gleichen Resultate entstehen auch bei sorgfältiger Auswertung der Gleichun- 
gen (24), wie hier lediglich für \) gezeigt werden soll. In (284.22 und 23) wurde 
bereits bewiesen, daß der scheinbar unbestimmte Ausdruck bei Beachtung der 
Einschaltfunktionen 


SS-!u =1/,00° wegen 690 = !/,076° (26) 
ergibt. In der aus (24) hervorgehenden Potenzreihe tritt als nächster der Term 
(SSY?y= 1,8810 em) 

auf. Bei der Auswertung kombinieren sich jetzt. die Einschaltfunktionen 
6 9°0° = 30° 9°0 = °/,0*6* (28) 


und liefern einen zusätzlichen Faktor ®/,. In nächster Ordnung entsteht der Zu- 
satzfaktor 5/;, und so fort. Bei der Auswertung geht (24) somit in die bekannte 
Potenzreihe 


' 1 I" z" = 1 n 
= Il+z m) + MP + +5 i (Em) 14 
(29) 
der Wurzelfunktion 
_ı m) 
*—- [1] — 3% h)h= _ 2 — 30 
[1 - Z’(m)y "sy B a D (30) 


über. Denn wegen 2’ — B’! 2" und (19) entsteht hieraus sofort die erste Glei- 
chung (25), was zu beweisen war. Der entsprechende Beweis für A, verläuft analog. 


Abschließend untersuchen wir den Faktor, um den sich 9 und 5 bei einem 
Skelett n-ter Ordnung unterscheiden. Es ist 


Be (Et) ar Be mun OF#+rR& (31) 
e 
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mit E,, E,, F; und F, für die Zahl der inneren und äußeren Elektronen- und 
Photonenlinien. Nach (281.2) ist 


9=G wegen E,+E,/2=n=2F;,+F,. (32) 


Die Renormierung (21) der Ladung hat also zur Folge, daß die scheinbar diver- 
genten Graphen 9 in (1) mit den durch Streichung aller divergenten Konstanten (4) 
entstehenden konvergenten Graphen 5 übereinstimmen. 


Nach Durchführung der Renormierung von Masse und Ladung ergibt sich 
somit ein einfaches Resultat: Ein beliebiges Matrixelement n-ter Ordnung erhalten 
wir entsprechend 


[St + Sl) ii 9:8 Di (33) 


als Summe aller Skelette bis zur Ordnung n. Die an den Knoten und Linien vor- 
kommenden Größen y, S und D ersetzen wir nach (8) durch 
8 er D 


en u en FOL 
1- Big 1-D-ıe 


Y.P',Pp) = Yu+ AP), Pp) = 
Die hierin auftretenden konvergenten Einsetzfunktionen bestimmen wir nur 
bis zu jeweils so hoher Ordnung, daß die Gesamtordnung des Graphen maximal n 
wird. Praktisch bedeutet dies nichts anderes, als daß das Matrixelement wie 
bisher durch (1) und die Rekursionsformel (2) und (3) berechnet wird, aber alle 
darin auftretenden Größen (4) einfach gestrichen werden dürfen. 


Die Nenner in (34) lassen den Einfluß von kettenweise auftretenden Selbst- 
energiegraphen erkennen. Entwickeln wir sie nämlich in Potenzreihen, so ent- 
stehen nacheinander die Beiträge für immer längere Ketten von aneinander- 
geknüpften irreduziblen Selbstenergiegraphen. (An jedem dieser Selbstenergie- 
. graphen tritt S-1 2°S”! auf und an jeder Zwischenlinie $.) 


3 Quantelung relativistischer Felder 


Ausgehend vom relativistischen Einkörperproblem wurde die Theorie in 
Teil 2 schrittweise verallgemeinert. Das Ergebnis bestand in der Beschreibung 
aller Phänomene, in denen Elektronen und Photonen in beliebiger Zahl zusammen - 
wirken. Die Darstellung erfolgte auf induktivem Wege, ganz genauso, wie man 
in der klassischen Mechanik zunächst ein Teilchen im Raum untersucht, ehe man 
zur Betrachtung von Systemen mehrerer Teilchen übergeht. 


14 Macke, Quanten und Relativität. 2. Aufl. 
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Daneben gibt es allgemeine Integralprinzipien, aus denen sich die gesamte 
Mechanik deduzieren läßt. Hier beweist die Richtigkeit der Ergebnisse nach- 
träglich die Richtigkeit des an die Spitze gestellten Prinzips. Ein solcher deduk- 
tiver Aufbau der Theorie ist auch bei der Quantenelektrodynamik möglich. Er 
wird sinnvollerweise zum Schluß geboten, um frei von inzwischen bereits gelern- 
ten Einzelheiten den Überblick über das Gesamtbild der Theorie zu verbessern. 
Dieser deduktive Weg besteht darin, daß man für die Feldgleichungen der 
Quantenelektrodynamik zunächst einen Lacranerformalismus und HAMILTON- 
formalismus aufstellt, der dieses System formal als mechanisches System mit 
unendlich vielen Freiheitsgraden darstellt. Diese ‚Mechanisierung‘‘ der Feld- 
gleichungen wird ausgenutzt, um völlig analog zur Quantelung mechanischer 
Systeme eine Feldquantelung durchzuführen, die, wie die Ergebnisse zeigen, in 
pauschaler Form alle Forderungen der Quantentheorie für das Einkörperproblem, 
Zweikörperproblem, ... richtig liefert. Die Deduktion der Quantenelektrodynamik 
über die Feldquantelung rundet das Bild über diesen interessanten Zweig der 
Physik daher in großartiger Weise ab. 


31 Quantelung von Teilchensystemen 


Alle mechanischen Systeme, deren Bewegungsgleichungen mit einer geeignet 
gewählten LagrAngefunktion Z die Form 


aL d (8L 
N = L(g, 4, t Be 1 
(u; dt (Fu), 0 mit L (9; Gi; ) ( ) 


erhalten, lassen sich durch ein Variationsprinzip beschreiben; denn die Gleichun- 
gen (1) sind die EuLerschen Differentialgleichungen des Variationsproblems 


tz 


3 [dtL,g,)=0 mit dgl) =dgilt) = 0. (2) 


tı 


Es besagt, daß sich das Zeitintegral über Z bei Variationen der q, in erster Nähe- 
rung nicht ändert, also einen Extremwert aufweist, vorausgesetzt, daß die g; 
an den Intervallenden £, und i, nicht mitvariiert werden. In Abschnitt [112] 
wurde gezeigt, daß die Bewegung einer relativistischen Punktmasse im elektro- 
magnetischen Feld ebenfalls durch diesen LagrAangzeschen Formalismus dar- 
gestellt werden kann. 


Von hier gelangen wir zum Hamıtronschen Formalismus der Mechanik durch 
Einführung der kanonischen Impulse p, sowie der Hamıtronfunktion H: 
9L ; 
H=394-L=HWp.d. (3) 


P=7, 
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Die d, in H denkt man sich unter Zuhilfenahme der Definitionsgleichungen für die 
p,; eliminiert. Dann ist H eine Funktion der p; und 9;, und die Bewegungsglei- 
chungen erhalten die kanonische Form 


5 oH R 9H dA oH 
D=-7 Haus nr a FR (4) 


Nach HEISENBERG wird ein solches mechanisches System dadurch gequantelt, 
daß man alle Impulse und Koordinaten als zeitabhängige Operatoren auffaßt, 
die den klassischen Bewegungsgleichungen genügen, darüber hinaus aber noch 
(für gleiche Zeiten) die Vertauschungsrelationen 


h En 
[P;, %)- = EZ Ö;% =, im (5) 
[p;, Prl-= 0 [4 4x)- = 0 


befolgen. Für eine ausführliche Begründung sei auf [Q 711] verwiesen. 


Die kanonischen Vertauschungsrelationen (5) haben in Verbindung mit den 
kanonischen Bewegungsgleichungen (4) zur Folge, daß alle aus den p; und g; ge- 
bildeten physikalischen Größen A ein und derselben Bewegungsgleichung 


i 94 
A(p;; 0-14, Ar A=g,; Pk» EIER (6) 


genügen. Hinsichtlich der Zeitabhängigkeit der p; und g; kann diese Gleichung 
direkt integriert werden, siehe [Q 731]. Hängt 4 nicht explizit von der Zeit ab, 
so erhält das Ergebnis die übersichtliche Form einer unitären Transformation: 


i 


A(B), 940,1) = er" A(DlO), 1:0), der". m) 
Durch diese Gleichung werden die zeitabhängigen Operatoren 
AP), lt), ) = All (8) 
der HEIsEnBERGdarstellung in die zeitunabhängigen Operatoren 
4(P;(0), 4(0),t) = A[0] (9) 


der Schröpingerdarstellung transformiert. 


Alle physikalischen Meßwerte und Mittelwerte von A können als Erwartungs- 
werte in einem HıLBErTraum dargestellt werden 


A=(9, Alt)®) = (PN, A[0) PLN); (10) 
dessen Vektoren ® zeitunabhängig sind. Daneben kann durch 


yizer"to (ai) 
14* 
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ein zeitabhängiger SCHRÖDINGERVvektor definiert werden, der zusammen mit (7) 
den Erwartungswert (10) in die Schröpingerdarstellung überführt. X genügt 
infolge (11) der Bewegungsgleichung 


-——- —_ PHP, (12) 


also der verallgemeinerten SCHRÖDINGERgleichung. 


Die Beschreibung des mechanischen Systems besteht im allgemeinen darin, 
bei gegebenen Anfangszuständen ®,®',... unter Zuhilfenahme der Gleichungen 
(4) bis (12) den Zeitablauf der Erwartungswerte aller physikalischen Größen zu 
berechnen. Das ist im Rahmen der Schröpıngerdarstellung stets möglich, wenn 
der in (11) definierte zeitabhängige HıLzertvektor Y bekannt ist. Die wichtigste 
Aufgabe besteht also darin, die SchRöpıngergleichung (12) nicht nur formal, 
wie in (11), sondern tatsächlich explizit zu lösen. 


32 Erweiterung des Schemas auf Feldtheorien 


Um zu einer klassischen Feldtheorie den zugehörigen quantenmechanischen 
Formalismus aufzufinden, kann man so vorgehen, daß man zunächst für die 
Wellengleichung dieser Theorie eine der EuL£rschen Differentialgleichung ent- 
sprechende Form aufsucht und damit einen Lagrangeschen Formalismus für 
die Feldtheorie aufbaut. Anschließend erfolgt, wie im vorangehenden Kapitel, 
der Übergang zum Hamıtronschen Formalismus und die Einführung ent- 
sprechender Vertauschungsrelationen. 


Der wichtigste Unterschied zwischen den mechanischen Bewegungsgleichungen 
und einer Wellengleichung besteht darin, daß die ersteren ein System gewöhnlicher 
Differentialgleichungen für die kanonischen Variabeln g;(t) darstellen, während 
die letztere eine partielle Differentialgleichung zur Bestimmung einer Wellen- 
funktion (tr, t) ist. Sucht man daher eine Analogie der Wellengleichung zur 
Mechanik, so hat man den Ortsvektorr als verallgemeinerten variablen Index an 
Stelle von i einzuführen. Die Wellenfunktion beschreibt dann im Sinne von 
o(t,t) = q.(f) für jeden Ort r einen Freiheitsgrad mit einer zugehörigen Variablen. 
Damit ist die Wellengleichung einem System unendlich vieler Freiheitsgrade 
äquivalent. In der Tat läßt sich auf diesem Wege ein Lagrangzscher und auch 
ein Hamıtronscher Formalismus für Wellentheorien angeben. Der einzige und 
nur formale Unterschied zu [31] besteht darin, daß Summen über den Index i 
durch Integrale über die Ortskoordinaten ı ersetzt werden müssen. 


Wir führen also die kanonischen Variabeln wie auch die LaGRanakfunktion 
über in 
. ß) z 
>) La, W>L-[arln. Em 
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Um Änderungen der Funktion Z zu beschreiben, die durch Änderungen von (rt) 
hervorgerufen werden, definieren wir in Analogie zur partiellen Ableitung von 
L nach g; die funktionale Ableitung von L nach (8): 


- [L(4 + Ö;%E, ze >.) = L(q ei B); 
Bi (2) 


re Kae )+ö(lr-8)e,..]- Zip), ....]}- 


öL 
Sp) >00 E 


Hängt die Laarangrdichte LP in L etwa nur von p und dp/dr ab, so gilt 


ea = im (fo [ot + 86-98, Z- (em + 56-99] -2 rw. ze) 


9p 9 
- [ar [5-6 - 9) + aejarg arl -3)} (3) 


ee 9 32 
do) 8 SdpoB) 


Die totale Änderung von ZL bei Änderungen der g; bzw. p(r) ist dann 


| 3L- 2428 She =[ärz su 9 ot). | (4) 


Die Extremalforderung (31.2) führt hier auf die EuLersche Differentialglei- 


chung 
er ie ar (ass Io r (5) 


Hängt L nur von 9,9p/dr und @ ab, so erhält man für die funktionalen Ab- 
leitungen 


_32_%9 9 (22) _32 (6) 
sol) /om 9P Ir 9(dp/Ar) SHlt)/ow i 


und die Differentialgleichung (5) wird in der Form 


9% ar adpleı) 9 9% | 9p = d(0y) 


2 @) ®) 
IL 0) 9Pp 9 IR ap „sp N (7) 


relativistisch invariant. 


Gelingt es also, eine Funktion £ zu finden, mit deren Hilfe die Wellengleichung 
der zu untersuchenden Theorie die Form (7) erhält, so ist damit gleichzeitig ein 
LacrAngzscher Formalismus der Wellentheorie gefunden. Daß (7) tatsächlich 
einem Variationsprinzip äquivalent ist, kann auch direkt bewiesen werden. Wir 
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betrachten die Änderung des Integrals 


s[a200-[aso(2E + + a) 5 


52 (8) 


- [42087 (iv =“ 272) - [ae er 27, = 


bei Variationen $gY(t). Unter $ verstehen wir eine Funktion, die im vierdimensio- 
nalen Integrationsbereich 1 ist, außerhalb desselben verschwindet und am 
Rande einen Sprung hat. Die zweite Zeile folgt aus der ersten durch partielle 
Integration. dx 9”0 = do” bedeutet eine Flächenintegration mit nach innen 
gerichteter Normale (da # nach innen ansteigt). Weil 59 am Rande nicht variiert 
wird, verschwindet der letzte Term. Da $@ im Innern willkürlich variiert werden 
kann, führt die Forderung, daß das vierdimensionale Volumenintegral von (8) 
einen Extremwert annimmt, also auch hier auf die Bedingung (7). 


Nunmehr führen wir wie in (31.3) die zu  kanonisch konjugierte Variable x 
ein, sowie die entsprechende Hamıtroxfunktion H: 


2=45 H=[dı(n9 - D)= Hip, al. (9) 


Die ursprüngliche Wellengleichung wird jetzt durch das kanonische Gleichungs- 
paar 


A=-3;, 6-57 (10) 


dargestellt. 


Der zugehörige quantentheoretische Formalismus besteht auch hier darin, alle 
Größen als Operatoren aufzufassen, zwischen denen (für t' = t) die kanonischen 
Vertauschungsrelationen 


(11) 


gelten. Hierbei werden die funktionalen Ableitungen entsprechend 


pl!) _ 17 Amt _ _ 
770) = 5 far" de" pe”) = 


ausgewertet. 


FEN -L-r) (12) 


Die Erweiterung: dieses Formalismus auf Theorien mit mehrkomponentigen 
Wellenfunktionen g;(t, £) liegt auf der Hand. 


[33] 33 Die Grundgleichungen der Quantenelektrodynamik 205 
33 Die Grundgleichungen der Quantenelektrodynamik 


In der Quantenelektrodynamik sind das Vektorfeld A, und das Spinorfeld v 
die kanonischen Variabeln der Theorie, die den „klassischen‘‘ Feldgleichungen 


DA, = wechy.Y HA,=0 (q-me))=0 
mit D=9r,-4-L 0 2 AmyAr-yid, 1) 
q=p-eA, p=ihy,or, B = — ihy,om 


genügen. Es muß daher zunächst eine Lagrangzsche Dichte L gefunden werden, 
mit deren Hilfe die Gleichungen (1) in die Form (32.7) EuLerscher Variations- 
gleichungen gebracht werden können. Eine solehe Funktion ist 


1 ; =: 
ee on A? +eblq—me)b (2) 
mit den partiellen Ableitungen 
32 Ben = 32 
Ar Ba ar yA,=echytY — ko za A 
IL PL 9P 2 
a u er) =(0 uw — ch(eA + me) (3) 
»_ IE _ _y__° _chiny,drh=ihed’dy,= -chP. 
9(9”y) 99%) # i 
Mit diesen Ausdrücken bilden wir die Euterschen Variationsgleichungen 
LP PO: T -1 = 
5A, ß) TCM) -echyb+Wm DA"=0 
92 IL 
’ = c(q— 0 4 
ne) (4) 
IL „IL 2 B 
a Aa 0 


und:erkenn-n, daß diese mit den zu beschreibenden Feldgleichungen (1) über- 
einstimmen. Also ist (2) die Lagrangedichte der von uns betrachteten Feld- 
theorie. Die zweite Gleichung (1), die Lorextzkonvention, läßt sich allerdings 
nicht aus dem Variationsprinzip ableiten. Sie muß daher als eine Nebenbedin- 
gung betrachtet werden, deren Gültigkeit einstweilen nicht gefordert wird. Ihr 
Einfluß wird weiter unten in [35] genauer untersucht. Hinsichtlich der Berech- 
tigung, ) und \) unabhängig zu variieren, vergl. [W 132]. 


Wir bilden die zu A, und zu d gehörigen kanonischen Impulse nach (32.9) 


op y@ 1 1 - 
II: = —- = = A = — 4* 
9Ay c9(9° Ay) Hoc % Hot 5 
n= 28-2 0fph=—-ching-b=ingt e 
"u wear c 
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Die Quantelung der Theorie besteht nun darin, die kanonischen Vertauschungen 
(32.11) einzuführen, die für t=!’ zunächst lauten: 


Ta), A,()].= 4 8öe - 7) me), WE ömöt-r). (6) 


Für die elektromagnetischen Felder erhalten wir mit (5) die Beziehungen 


[A,(, 0, Av, )] = -imerg,„ött-r) [A 4]-=[4,4):=0.| (m 


Für das Elektronenfeld dagegen ersetzen wir die Minusvertauschung (6) durch 
die entsprechenden Plusvertauschungen und erhalten mit (5) 


[9a (t; t), vll, 9]; == ap dr &-?) [Ya Yı: = [y8; vr], =0, (8) 


weil die Elektronen das PavLiprinzip befolgen und demzufolge der FerMısta- 
tistik gehorchen, siehe [34] und [Q 745]. Das Vorzeichen von ö(r — r’) wird hier 
+ oder —, je nachdem, ob in [xz, y] oder [y, x] zur Plusvertauschung überge- 
gangen wird. In Wirklichkeit muß es + heißen, weil die linke Seite von (8) für 
a=bundr=r’ positiv definit ist (nur positive Eigenwerte haben kann). 


Mit (7) und (8) wird auch die Hamırtonsche Dichte zu einem Operator: 


Hemden A (tar]ranr-e 


(9) 


= a llar) + ) |+ v!ma8 + c#o) yrechAy. 


Sie besteht entsprechend 


H= (dtH = (de(Hm+ Hai +0) um 


aus je einem Anteil, der das Photonenfeld, das Elektronenfeld und die Wechsel- 
wirkung zwischen beiden enthält: 


1 ffOAu\2, (OA\2]) mo 1 al) 
TER +] -- 2 I - dr 


2 io 2 to 
Haı = maß + cap)y=ythy 0 
D=echAy=j,4r. 


Wie in (32.10), können die Bewegungsgleichungen jetzt durch 


°H ; öH . 8H 5 8&H 
H,= gan Au= gm ae 7 ae A 
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ersetzt werden oder auch, analog zu (31.6), in der übersichtlicheren Form 


Au y[B, Au dran N-zay ii 
T,= 1A, I #= IA, m] at zB, mil. 


angegeben werden. 


Wir gehen jetzt zur Schröpıngerdarstellung der Theorie über, indem wir die 
Operatoren ı, y?, A, und A, (eigentlich IZ,) als voneinander unabhängig definierte 
Operatoren ansehen, deren Zeitableitung verschwindet. Dafür muß der HILBERT- 
vektor zeitabhängig werden und der ScHRÖDINgERgleichung 


1 2 9- HY mit H=H(ll,, 4A. 1%: Yf) (14) 


genügen. Alle Bewerunsvargange der Quantenelektrodynamik sind dann 
Lösungen von (14). 


34 Freie Elektronen und Photonen 


Zur weiteren Auswertung führen wir in der ScHhröpıngkrdarstellung eine 
Fourierzerlegung der Operatoren A,(t) und ı(r) im Normierungsvolumen OÖ 
durch. Dabei entstehen Ausdrücke, die aus den nachfolgenden Gleichungen 
mit ti = 0 hervorgehen: 


IR . k 4 ; At = 
Ay= 2 ae (ale I. "+ 9,8, „e ka)= A,+ A, 


9) we 2 a a ne 
(ale „el? - ze, ,e't)=A,+A, 


Pr d,uge 7°) = vl (1) 
ze) -Fılspah 
of) = clfl 
E(p) = c Y{mo)? + p. 


(Die in (1) enthaltene ‚ungestörte‘‘ Zeitabhängigkeit der freien Teilchen wird 
weiter unten noch benötigt.) e,, sind die von (222.6) her bekannten Polari- 
sationsvektoren. u, und u_, sind die von [137] her bekannten DirAclösungen 
für positive und negative Energien. Die Normierungsfaktoren in (1) stimmen mit 
denen einzelner Teilchen überein, also‘mit (137.3) und (222.4). Sie sind damit 
gleichzeitig so beschaffen, daß die Vertauschungsrelationen (33.7 und 8) erfüllt 
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werden, wenn für a;, b, und c, (mit e,=e, aus (222.7)) die Beziehungen 


[a,, af]_= dr & [ar ar] = laf, af] = 0 
[d,, by), = pr [d, ‚by ‚); = [d}, b}.], -=0 


[ep , eh], = Öppr [&p; p]; = [9], =® 


[a b,l- = [a;, c,l- =0 


Bee © 


gelten. Für die Vertauschung von 4, und A, z.B. wird mit =! unde,=& 
[A,te), Aa]. = [ai +45, 45 + 41 =[Ai. 41 + [ar Al 


= h c? ; I; Be BER "9 
=i Te Dar euer ,(— lat, a] #7 Fr) + [a,, all. re) (3) 
‚» LITARG Odf . i 2 
md Dr, = ne Iur) am EN= img ölt—r), 


also (33.7) unter der Voraussetzung (2). 


Beim Einsetzen von (l) mit {=!’= 0 in den durch (33.10 und 11) dargestell- 
ten Hamıtroxoperator erhalten die einzelnen Anteile die Form 


dr [/94An\2, (9Ay l=- = u 
ach rat =) | or ) z 2, JArOLAN = 2 OlAn + Au] 
= - 2, [drotla 42 + (A,)? + AfA + A, er fun +4, An*] 

d Rh 
i Lır IT, ir + tr) (layer + aber (A) 


= eYar( Zr öt-—F = 5 (2afay + pp &x) rue 
= Yıhoy&,(af ap + \a& fasst dt F) = Drhwrlerafar + '/e) 


Die Terme O(A})? und O(4,)? enthalten ö(f + f‘). Somit wird O>oo/® + ff 
= (oje)? — = 0. Wegen der Orthogonalität der u*, u” verschwinden die ge- 
mischten Terme in: 


[dr Hm = [dr dthy=[arld* + 4) Bhlp* + y) =[Ar(f* hy + YEhy*) 
= [ar 2,01, (9 u; 550, er" u Buzygche” 2) 
— O1 2,5, (2rh)®ö(p — p')E, (u; Bu; b} 2 — W,Bul,c,ch) 
- 2, E,(8,— ch) [App pP) =, E,(bib, +1). 


Der Wechselwirkungsanteil V bleibt einstweilen unverändert. Für die weiteren 
Untersuchungen empfiehlt es sich, die operatorabhängigen Anteile von H 
allein als Hp} bzw. Hy zu bezeichnen und die operatorunabhängigen in einem 
Term Hys zusammenzufassen, weil dieser ja unabhängig vom speziellen 
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Zustand stets den gleichen (unbeobachtbaren) Erwartungswert liefert und daher 
auch fortgelassen werden kann. Im Sinne dieser Neuaufteilung von H gilt 


H = Hyvx + Hm + Hm +V=Hyvax+H’+V 
Hm =, hor&r aa; HAn=%, E,(b5b, + %56)) (6) 
V=[dıj,4r Hvar = Evax = 2, how — Z, Er: 


Für die weitere Behandlung gehen wir so vor, daß wir zunächst die Wechsel- 
wirkung V in (33.10 und 11) vernachlässigen, indem wir die Elektronenladung e 
„abschalten“. Anschließend berücksichtigen wir den Einfluß dieser Wechsel- 
wirkung im Rahmen einer Störungsrechnung, also eines Näherungsverfahrens, bei 
dem alle physikalischen Größen nach Potenzen der Kopplungskonstanten e ent- 
wickelt werden, siehe [36] und [37]. Zunächst also setzen wir e = 0, daher auch 
V =0. Dann ist H% = Hpn + Hy, ein Operator, der seiner äußeren Form nach 
nur positiv definite Erwartungswerte besitzen kann. (Die Existenz skalarer 
Photonen mit negativer Energie ignorieren wir zunächst, um sie später im 
Zusammenhang mit der Nebenbedingung in [35] zu diskutieren.) 


Wir sind jetzt in der Lage, als Vakuumzustand ®, den Zustand kleinster 
Energie zu definieren, also denjenigen Zustand, in dem H° den Erwartungswert 
Null besitzt. Nach (6) folgen für den Vakuumzustand die Eigenschaften 


a, Ddy =0 b,dr =0 %PDr=0 (7) 


für alle k und p. Hiernach kann a, als ein Operator angesehen werden, der ein 
Photon im Zustand %k vernichtet. Die erste Gleichung (7) sagt dann aus, daß das 
Vakuum ein Zustand ist, in dem überhaupt kein Photon (in keinerlei Zustand k!) 
vernichtet werden kann. Entsprechendes gilt für die beiden übrigen Gleichungen (7) 
hinsichtlich der Elektronen und Positronen. Wegen (1) kann der Vakuumzustand 
auch durch die Gleichungen 


A; dr =0 Vd,=0 40,=0 (8) 


statt (7) definiert werden. In [Q 743] wird gezeigt, daß unter diesen Voraus- 
setzungen ein vollständiges System von orthonormierten Eigenzuständen kon- 
struiert werden kann, deren jeder vom Typ 


(af)"* 
Dr.....29, ne EN een my! ie b}b}, RR, chch ne Dy (9) 
k® 


ist und bestimmte Teilchen a. b, c in bestimmten Zuständen k, p, q enthält. 
at, bt, und ct sind dann die Erzeugungsoperatoren der Photonen, Elektronen 
und Positronen. Die Zustände (9) sind Eigenzustände des ungestörten HAMILTON- 
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operators und besitzen die Energie 


E=(®.,H’®.)=(®.., (Hm + Hn)®...) 


(10) 
= nhw. ++ Ey, + Ey +..4+ E, + Ey +, 
35 Berücksichtigung der Lorextz-Konvention 
Die Nebenbedingung von (33.1), die wir hier in der Form 
Fie,)=0 mit F(t,t)=0"4, (1) 


schreiben, ist in den kanonischen Bewegungsgleichungen nicht enthalten. Wir 
müssen sie als zusätzliche Forderung erheben und zunächst untersuchen, ob 
(1) nicht im Widerspruch zur Bewegungsgleichung DA, = #,j,„ der Theorie steht. 
Neben dieser Gleichung aber dürfen die Anfangsgrößen A,(t, 0), Ä,(t, 0) und 
daher auch F(t, 0) willkürlich gewählt werden. Ferner gilt 


O„,F = 9’(9,A, — 9,4,+9,4,)=9’F,,+ Hoi, = 0 (2) 


bei £=0, wenn das betrachtete System zu dieser Zeit den MAaxweLuschen 
Gleichungen genügt. Ist dies also der Fall und wird zu dieser Zeit auch die 
Nebenbedingung (1) erfüllt, so ist 


F(c,0)=0 und F(t,0)=0. (3) 


Nun kann gezeigt werden, daß unter den Voraussetzungen (3) die Neben- 
bedingung automatisch für alle Zeiten erfüllt wird, wenn A, in F der Bewegungs- 
gleichung DA, = u,j. genügt. Wir stellen zunächst fest, daß die zweite Zeit- 
ableitung von (1) wegen der Ladungserhaltung verschwindet: 


2 ! 


ß)} a 
re] „=Ar,0)+D0A,| -0+m8|, =. (4) 


ce 98 i= i= 


Ganz analog verschwinden alle höheren Ableitungen, so daß über die TAyLor- 
reihe 


Fee) ı-0=0 (5) 


erkennbar wird, daß F für alle Zeiten verschwindet. 


In der gequantelten Theorie allerdings kann die Nebenbedingung (1) bzw. (3) 
als Operatorengleichung nicht gelten, weil sich stets Operatoren angeben lassen, 
deren Vertauschung mit F etwas von Null verschiedenes liefert und damit im 
Widerspruch zu F=0 steht. Wir können hier lediglich die Forderung F® = 0 
erheben und damit aus dem gesamten HırLgertraum den Unterraum derjenigen 
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Zustände, welche die Nebenbedingung erfüllen, auswählen. Aus den Überlegungen 
zu (1) bis (5) folgt dann, daß der so gewählte Unterraum im Zeitablauf nicht 
verlassen wird. 


Nach einer Methode von GupTA zerlegen wir F in F* und F analog zu 
A„=4};+ 4, und ersetzen die Forderung F® = 0 durch die etwas schwächere 
F(,)d=0 (, FÖ)=(F-®,8)+(®,F-d)=-0. (6) 


Die zweite Gleichung läßt erkennen, daß in den durch (6) ausgezeichneten 
Zuständen wegen (F*)!= F- die Erwartungswerte von F verschwinden. Nach 
(34.1) ist (6) gleichwertig mit der Forderung 


ke, PD= |f| (a, — a) D= 0 (7) 
für alle Wellenzahlen f. Sie wird vom Vakuumvektor (34.7) erfüllt und auch 
von allen Zuständen (34.9), in denen nur transversale Photonen vorhanden sind. 
Dies aber sind gerade die physikalisch ‚‚vernünftigen” Anfangszustände, welche 


die Nebenbedingung und auch die Maxweıtschen Gleichungen erfüllen. Da 
(34.2) die Vertauschbarkeit 
[ao — a, a0 — at5]_ = 0 (8) 
zur Folge hat, wird (7) auch von Zuständen des Typs 
D' = (a0 — at,)"® (9) 
(n = beliebig) erfüllt sowie von Linearkombinationen aus ihnen. Die Zustände (9) 
spielen allerdings keine wichtige Rolle, weil sie wegen (8) die Norm 
(9°, ©’) = (B,(a,0 — @.,)" (a0 — a." ®) 
= (B, (a,0 — @1,5)" (a,0 — a,,5)" ©) = 0 2 


besitzen und daher auch nur additiv neben Zuständen vom Typ (34.9) auf- 
treten können. 


36 Meßbare Größen und S-Matrix 


Nach Streichung der bedeutungslosen Vakuumenergie in (34.6) besitzt der 
Hamıttoxoperator die Form 


H=Hm+Hu+V/=H°’+V, (h 


und unsere Aufgabe besteht darin, die SchröpIngergleichung (33.14) für V +0 
zu lösen, jedoch unter der vereinfachenden Voraussetzung, daß die Lösungen 
für A° allein von [34] her bereits bekannt sind. Analog zu den ausführlichen 
Betrachtungen von [Q 733] machen wir für den gesuchten zeitabhängigen 
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ScHröpDingErvektor den Ansatz 


Yi)-U()S()® mit U=eitm, Ut- UM, 


© sei ein zeitunabhängiger, zur Anfangszeit vorgegebener Vektor. Dann enthält 
U(t) den ungestörten Zeitablauf und der noch zu bestimmende Operator S(t) 
den Einfluß der Störung. Mit dem Ansatz (2) geht die SchRönInGERrgleichung in 
hd hd 
0=- (Ft EP (G gr ++ V) 080 " 
h dU hd ® 
[+2 U) +0 (Gr + 0" vo)|s® 
über. Diese Gleichung wird durch 
-— 2 _$(t)=VS() mit 9=HU1VU und S(-o)=1 (4) 


erfüllt. Die Einschaltfunktion 0 sorgt dafür, daß die Ladung bei i = 0 in einem 
e-Intervall, das nach Bedarf und Fragestellung sehr klein, manchmal aber auch 
sehr groß gewählt wird, eingeschaltet und nach einer langen Zeit i = T in gleicher 
Weise wieder ausgeschaltet wird. Die Anfangsbedingung für S(f) hat zur Folge, 
daß D in (2) tatsächlich den ungestörten Zustand beschreibt, in dem sich das 
System vor dem Einschalten der Störung durch 9 befand. 


Die Berechnung des Operators $(t) aus Gleichung (4) wird im nächsten Ab- 
schnitt durchgeführt. Einstweilen setzen wir $(©)= S als bekannt voraus und 
überlegen uns die Bedeutung der Matrixelemente 


(d, S®)=(U(T)®', UT) SP) = (Pol), P(N)>(, In). (5) 


Die Erweiterung des Ausdrucks mit U(T) hat zur Folge, daß links die ungestörte 
zeitabhängige Lösung 5 steht und rechts entsprechend (2) die aus dem Anfangs- 
zustand © zur Zeit T hervorgegangene wahre Lösung. Damit ist (5) aber gerade 
der zum Übergangselement (g, fr) verallgemeinerte Ausdruck, und die Bedeu- 
tung der Übergangselemente (5) kann ohne ausführliche Diskussion von [121] 
übernommen werden. So bedeuten die Diagonalelemente dieser S-Matrix 


(BD, Sd) = eril# -Eu)Tih, (6) 
Sie lassen die Störenergie E — E, von stationären Zuständen bestimmen. 
Voraussetzung hierbei ist allerdings die Verwendung einer quasistatischen Ein- 


schaltfunktion (großes e-Intervall) und weiter übrigens, daß der Anfangs- 
zustand ® nicht entartet ist, siehe [Q 424]. Aus den Nichtdiagonalelementen 


(©, S®)® = W(T)=yT=oWvT (7). 


[37] 37 Graphendarstellung der Matrixelemente 213 


folgen wie früher in (233.4) die Wahrscheinlichkeiten W, aus denen je nach 
dem betrachteten Prozeß Zerfallswahrscheinlichkeiten y und Wirkungsquer- 
schnitte o entnommen werden können. In (6) und (7) sind praktisch alle be- 
obachtbaren Größen zusammengefaßt. Die weitere Aufgabe besteht daher nur 
noch in der Berechnung der Matrixelemente von S. 


37  Graphendarstellung der Matrixelemente 


Zur Berechnung von S(f) aus (36.4) betrachten wir zunächst den dort auf- 
tretenden Wechselwirkungsoperator 


= BU Volt, 0), ...) U=8V (U olt, 0)U,...), (1) 


der eine Funktion der Feldgrößen 9 = b, A,W,... ist und entsprechend (1) um- 
geformt werden kann. Hierin bedeutet 


= Ulokt, OU = n [H°, 9]- (2) 


eine dieser Feldgrößen, die auf diese Weise von der ScHRöDIngErdarstellung her 
so transformiert wird, daß sie lediglich die ungestörte Zeitabhängigkeit besitzt. 
Die in V auftretenden Operatoren genügen daher den ungestörten Bewegungs- 
gleichungen, ohne daß dies künftig wie in (2) extra durch das Zeichen — ge- 
kennzeichnet wird (sogenannte Wechselwirkungsdarstellung!), und es gilt 


[Yar= [OdzeehAy (p—-me))=0 DA,=0. (3) 


Die Lösungen ) und A, dieser Gleichungen sind die Ausdrücke von (34.1) ein- 
schließlich der dort angegebenen Zeitabhängigkeit. 


Wir betrachten nun den durch (36.4) vermittelten infinitesimalen Zusammen- 
hang 


ste+d)=(1+d14,) 8 ( — Pu) seo, (4) 


aus dem wir bei sukzessiver Anwendung die Lösung selbst als geordnetes Pro- 
dukt 


En 
s=-'T ee (5) 
entnehmen können, in dem die Exponentialfaktoren zu späteren Zeiten immer 


links neben denjenigen zu früheren Zeiten stehen. Außerdem berücksichtigt (5) 
die Anfangsbedingung von (36.4). Den aus (5) für {> © asymptotisch hervor- 
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gehenden Operator S stellen wir in der Form 


Es 
Pd) 


u Pet "Darde _ Te rn far de 


(6) 
=2,,(-3) Jan. [as 79... m 


dar. Für zwei Operatoren M, und M, bedeutet P den durch 
P(M,M,) =b(t, — ) M,M,+6(t, -t) MM, (7) 


definierten Dysonschen Zeitordnungsoperator, der in jedem Produkt die richtige 
durch (5) geforderte Zeitfolge aufrechterhält. Er kann ohne Schaden durch den 
Wiıckschen Zeitordnungsoperator 


T(M,M,) = 6lt, — ) MM, + (tl, — t)) M;Mı (8) 
ersetzt werden. Das Minuszeichen steht, wenn M ‚ und M, FerMioperatoren wie 
b, v sind. Das Pluszeichen steht, wenn M, und M, BosEoperatoren wie A, oder 
paarweise auftretende FrrMioperatoren (wie ) und $) in P) sind. 


Um die Auswertung der Gleichung (6) zu erleichtern, führen wir zur Abkürzung 
folgende Symbolik ein: 


ei---[oMdsy, -40 ee Se 
v | 

Ein mit i bezeichneter Punkt bedeutet die entsprechende vierdimensionale 

Integration, eine y-Matrix und den angegebenen Zahlenfaktor. Die Operatoren 

A,(), 9.(i) und Y,(i) werden durch entsprechende, vom Punkte ı aus senkrecht 

nach oben bzw. unten verlaufende Striche abgekürzt. In diesem Sinne werden 

die Integrale von (6) durch 


h 


EREE TEE up Ca en 
T3 | 


| IA 
nz vi 
B-NE 1. 


far Sefpazhay- R (10) 


abgekürzt, und 


beschreibt den gesamten S-Operator. 
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Jetzt zerlegen wir die in 5 vorkommenden Operatoren entsprechend (34.1) 
in Anteile 


A,=4; +4, 4-44 y-y+y 
(12) 


die nur von den Operatoren at, b}, c! bzw. a, b, c einzeln abhängen. In der zweiten 
Zeile von (12) stehen die entsprechenden zu (9) gehörigen Bildabkürzungen. Jedes 
Bild (10) zerfällt hierbei in insgesamt 8 Bilder, deren Operatorlinien nur nach 
links und rechts laufen, und die S-Matrix (11) ist zunächst gleich der Summe 
über alle derartig kombinierten Bilder. 


Um Matrixelemente der S-Matrix (11) auszurechnen, muß diese auf Zustände 
vom Typ (34.9) angewandt werden. Daher ist es zweckmäßig, die mit a, b, c 
zusammenhängenden Terme A,, V", y innerhalb der S-Matrix an den übrigen 
Operatoren nach rechts vorbeizutauschen, um sie später entsprechend (34.8) bei 
©, zum Verschwinden zu bringen. Dies sind gerade die in (12) nach rechts 
laufenden Linien. Sie sind nicht vertauschbar bzw. nicht antivertauschbar mit 
den rechts von ihnen stehenden, nach links weisenden Linien gleicher Art. Beim 
Durchtauschen bleiben also an diesen Stellen Terme zurück, die wir folgender- 
maßen symbolisieren (mit >= (®y,....®y)): 


=, - 1) LAD), Ar2)]- + li, 1) [A5 (2), Ak (D1- 
1 2 =<TA,(DA,(2y» =zihweg„,D(l; 2) 
91, — Re 92), — dl 1) 1952), Yidl, 
ti. BE —<Ty(D 92) = i8ar(l, 2) 2) 


= 4) EN, Ed, - 9 -W)Lw (2), va MD]; 
! St =<Tyld) ul) = 1852, 1) 


und als Köntraktionen bezeichnen. Wegen des T'-Operators (8) in Gleichung (11) 
mußten hier die Intervalle £,>t, und t, <t, einzeln betrachtet werden. Den 
beim Durchtauschen eines jeden solchen Operators schließlich übrigbleibenden 
Term, der diesen Operator ganz rechts enthält, zeichnen wir, indem wir die ent- 
sprechende, ja ohnehin nach rechts weisende Linie aus dem Graphenbild ganz 
nach rechts herausführen. Auf diese Weise besteht die S-Matrix aus der Gesamt- 
heit aller Graphenbilder mit r = 1,2, ..., °o vielen Knotenpunkten, deren Linien 
entweder mit der Bedeutung (13) untereinander verknüpft sind oder ganz nach 
links bzw. ganz nach rechts außen verlaufen und dort die Bedeutung der Opera- 
toren (12) behalten. 


15 Macke, Quanten und Relativität. 2. Aufl. 
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Zu jedem so entstehenden Graphentyp mit r Knoten gehören in der Summe 
genau r! Graphen gleicher „‚Topologie”, die sich nur durch die Numerierung der 
r Knoten voneinander unterscheiden, also nur durch die unwesentliche Bezeich- 
nung der Integrationsvariabeln, und daher die gleiche mathematische Bedeutung 
haben. Zählt man von jeder derartigen „Graphenfamilie’” nur einen Repräsen- 
tanten, oder in anderen Worten: Zählt man nur die voneinander verschiedenen 
unnumerierten Graphen, so entfällt der Faktor I/r! in (11). Lediglich bei Graphen 
mit höherer innerer Symmetrie entstehen wie in [255] noch gewisse Symmetrie- 
faktoren, die dort bereits besprochen wurden. Außerdem zeigt die Auswertung 
der Graphen, daß mit jeder geschlossenen Elektronenlinie (closed loop) und jeder 
rückläufigen Elektronenlinie (Positronenlinie) je ein Faktor — 1 auftritt. 


Nunmehr bilden wir die Matrixelemente der S-Matrix 
ee Set ID) (14) 


zwischen Anfangs- und Endzuständen vom Typ (34.9). Dann können die zu den 
nach rechts laufenden Linien gehörigen Operatoren an den zu ®,...,... gehörigen 
Operatoren vorbeigetauscht und hinterher zum Verschwinden gebracht werden. 
Es bleiben von der Gesamtheit aller Graphen nur diejenigen Terme von Null 
verschieden, bei denen die Zahl der freien Linien rechts bzw. links mit der Zahl 
der Teilchen im Anfangs- bzw. Endzustand übereinstimmt. Die freien Linien (mit 
&p =!) aber bedeuten in (14) keine Operatoren mehr, sondern die entsprechenden 
Vertauschungen mit den zu ©’ und ® gehörigen Operatoren: 


huge 9 
m — [ar , 44 (®)]- = V4e& eu RR 
- huge? -ikzx 
mn = [A,(®), al-= 200 ku 
1 =+ ip % 


+0 By, Fol. - Jo ie 
= (15) 


0-4-- [1°(e), bi, = To wer” 
1 E; 

>= [op Ya, = ya Wa orte 

.>--[U le), AL, Ah 


Dieses Ergebnis stimmt genau mit den Ausführungen von [255] überein. 
Wir erhalten für die S-Matrixelemente (14) genau die gleichen Graphen wie 
früher in [255], und auch die durch (9), (13) und (15) gegebenen Rechenvor- 
schriften stimmen präzis mit denen der induktiven Theorie [2] überein. Das 
Ziel der Ausführungen, die Quantenelektrodynamik auf dem Wege der Feld- 
quantelung abzuleiten, ist damit erreicht. 
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Anhang 


AO Andere Wahl der Metrik 


In diesem Buch ist die Metrik des vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuums 
durch die Gleichungen 


%,= (ct,r) x# = (ct,—r) (1) 


definiert. Dies hat den Vorteil, daß praktisch alle physikalisch interessanten 
Vierervektoren a, positiv definit im Sinne von a,a“ > 0 sind (mit Ausnahme 
des Polarisationsvektors e,e* = —1 bei nichtskalaren Wellen) und daß bei wirk- 
lich reellen Größen keine irritierenden Faktoren i auftreten. Andererseits ver- 
wendet ein Teil der Literatur die durch 


x" = (ci,t) 2,= (-ect,:) (2) 


gegebene Metrik, so daß es sich oftmals erforderlich macht, die zu (1) und zu (2) 
gehörigen Formeln miteinander zu vergleichen. Dies soll durch die hier ange- 
gebenen Formeln erleichtert werden. Alle zur Metrik (2) gehörigen Formelzeichen 


[23 


sind zur Unterscheidung mit dem Zeichen ‚-“ versehen. 
Aus (1) und (2) folgt zunächst, daß beliebige Vierervektoren entsprechend 


a,= 4" = —4@, a, = —a,a* Ge Tu (3) 
einander zugeordnet werden. Eine Ausnahme bilden auch hier die Differential- 
operatoren, für die 


6, 9,= — 0" 0=9#,=-#,=-0D (4) 


gilt. Die Wellenfunktionen werden bei den Darstellungen üblicherweise gleich 
verwendet: 


=) I=14. (6) 
Die y-Matrizen hingegen unterscheiden sich: 
Yu= (ß, Bx) = iyt Y-iy (6) 
Dies hat die Gleichungen 
Ya Ylı = - 1% Y’ı (mM 


zur Folge. Auch die Darstellungen der Viererstromdichte sind voneinander ver- 
schieden 


n=ety,y=iebfrd=r. (8) 
Auch die aus ihnen gebildeten Vierermatrizen sind verschieden definiert: 


pP= Yupf = -iy’p,= ip p= -p. (9) 


15* 
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Für die Differentialoperatoren gilt wegen (4) 

9 = y,0" = ifrd,=id p=id 5=-id. (10) 

Die allgemeine Ausbreitungsfunktion wird in gleicher Bedeutung verwendet 


dp e-ipz dd etipz ai 
G(z) -[ (Zr)? m?—p? -[ (Zr): m®+ 2% =@(2), (11) 


ebenfalls die Ausbreitungsfunktion der Photonen 
1 


D(x) = Di) D(k) -—-5-D) (12) 


und diejenige der Elektronen 
S()=8@) SpP=-P-m"'=--(üd+m"=86). (13) 


Für Darstellungen im Impulsraum ist gelegentlich der Vergleich 
22 +m we 2 ip—m 
Vi ea Due re (14) 
von Wert. Ist die Photonenfunktion allerdings wie in (252.3) mit Tensorindizes 
versehen, so gilt wegen (3) 


D,=9,»D=-9,D=—-Dur- (15) 
Entsprechend werden die Photonen-Einsetzfunktionen verwendet: 
IT „(k) = — IT,„(k) I) =). (16) 


Für diejenigen bei Elektronen und Vertizes ist 


E(p)=&(p) Ar=iAr, (17) 


Außerdem muß beim Vergleich mit Formeln aus der Literatur stets beachtet 
werden, ob die Elektronenladung wie hier mit + e, oder mit —e bezeichnet wird. 


A284 Auswertung ven Z(p) 
Schließlich soll noch der Ausdruck (284.3) 


_ ie? dkyu(p-k+m)y* 
(pP) on) (ap mi] ia 


ausgewertet werden. Mit den Gleichungen 
yy'=&=4 yprY=-2p yky'=-2k 2) 
und der von (281.11) her bekannten Regularisierungsvorschrift 


M: 
1 1 ı _[_a__ga (3) 
M-R ’WM-E M-e )a-m% be 
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sowie den Abkürzungen 

a=(p — k)? — m? b=K?—4 (4) 
entsteht mit (275.3) 


1 
Z(p) = ie!(2r)* [2udu [| AAdkN32(2m — p + k) (5) 
0 


Der Nenner N dieser Gleichung ist 
N=a+t(b-a)u=(k—- p(l - u)? — (m: — Pu)(l -u) Au. (6) 


Wir ersetzen die Variable k, durch k, + p„(l1 — u). Dann kann die Integration 
über & mit (275.5 und 13) sofort durchgeführt werden, und es entsteht 


4ier 2m—-p+p(l-u) 
I(p)= ar eauarz i-(m}—pru) (l-u)+Au u 


Die von (3) herrührende Integration über A ergibt 


M?u + (m? — p?u) (L— u) 


uau + (m? — p?u) (1 - u) (8) 


Ip) = [du(2m — pu)In 


Die neben M?u auftretenden Terme können vernachlässigt werden, da sie bei 
der weiteren Auswertung nur Glieder mit M-? > 0 und höheren Potenzen liefern. 
Das Argument im Logarithmus wird in 
4p2.M?u 


a 
=(p) = z- [du(2m- pu)in (A, — 2p?u + B) (A, — 2p?u — B) 


(9) 


umgeformt, mit den Abkürzungen 
AeEmipPp-H B?= A? — 4p?m? = A? — 4p?u (10) 


Von der Richtigkeit überzeugt man sich durch Ausmultiplikation. Nunmehr kann 
der Logarithmus in drei additive Terme zerlegt werden, deren jeder nach der 
Formel 


1 
| du(2m — pu)In(au +b) = [(amu — 1,pu2)In (au + b) 


b 


HB Pu 2mu+?(2m+ P)inau+d) (m 


Do 
4% 
e Al 

- (2m -$)in ++ 2-2 2m+- (2m +22) in 5 
integriert werden kann. Der erste Term entsteht mit a = 4p®M?undb =0 Er 
liefert 


(2m — !/,p) In 4p®M? + !/,p — 2m (12) 
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Der zweite führt mita = —2p® undb=A,+B auf 
p pP A,+B _ | A,+B A_+B 
(2m- 8) in(4_ + B)- em 2 m In: 
(13) 


während der dritte aus (13) durch Übergang B> — B hervorgeht. Die Summe 
von beiden führt unter Benutzung von C,iInD, + O,InD, = (0, — O,)InD, 
+ (,1nD,D, auf 


2 2 
(2m) In (A% — BP?) + 5 ' kaum 4m 
m? — 4pm + p? A Fe 7 us 
+ [Bin Er (Bm? + P)In #e|, 


so daß aus (12) und (14) unter Verwendung von (10) das Ergebnis 


2 2 
S.(p)  [(am nz 2p-2 42m 


2r m? 2p (15) 
m? — 4pm + p® A_+B 2m Ko 
ee ee [31 (Bm 4 7) In Ze |) 
entsteht. 
Nunmehr soll &(p) entsprechend (284.4) in 
Z(p) = Zim) + (p — m) 2" (m) + (p — m) 2°(p) (16) 
zerlegt werden. Wir formen den dritten Term von (15) in 
m? m 1 1 5 
pp” 3* 3 (p-m) 2p (p-m (17) 


um und beachten, daß in der Grenze u, > 0 
B(m) = Yud — 4m2u2 > 2imi > 0 (18) 


gesetzt werden darf. Auch die Ableitung 


B'(p) = (B2)'/2B = [-4p(m? — p? — u?) — Spw]/2B (19) 
liefert für po m 
B' (m) = -4mw[2B > iw—®. (20) 
Weiter beachten wir 
A_(m) = — u A'(p) = -2p A' (m) = —2m (21) 


und aus diesen Formeln folgend 


[In(A_+ B)/ = SER, Blln (A_ + B)J' >B- = -2m. (22) 
p? 2 


A_+B 
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Die zur Darstellung (16) geeignete Form von (15) ist nun 


3 1 M? 3 1 1 , 
20 - 3 [gm - ze -mlot+tgm- em, pm! 


m? --4pm +p% |. A_+B er Ho 
4(p— m) [ 2p° (Bin re (B — m? + p?) In ne) (23) 
-4p-m)|}. 
Wir entnehmen ihr den in (284.11) schon erwähnten Ausdruck 
a [3 Mm 3 MT, & M I, Ko 
2 (m) 3 (min „5 + gm) sowie &’(m) er (in raue H2inf®). (24) 


Die für die physikalisch meßbaren Größen maßgebliche Einsetzfunktion ist 


1 2 _4 2 2 _p2 
eat er ar 


Pr2 2p? m? 
m? — 2pm —-5p? 
—4(p m)| + a5: In ml. 


2p (p- 


A285 Auswertung von J7(k?) 
Hier soll die in (285.4) angegebene Funktion 


P 
mn fa ea m 
untersucht werden. Der Nenner von (1) wird mit (275.1) und den Abkürzungen 
a=p* — m? b=p®+k?:— 2pk — m? 
a+(b-a)u=(p-ku? —-A mitt A=zm?—- Kull — u) (2) 


umgeformt. Schließlich wird unter dem Integral die Substitution p -— ku—>p 
durchgeführt, so daß der Nenner einfach [p® — A]? lautet. Bei dieser Substitution 
ändern sich allerdings die mit P bezeichneten Grenzen des Integrals. Dies wird 
unberücksichtigt gelassen und damit zunächst ein Fehler in Kauf genommen, der 
beim anschließenden Grenzübergang P — © wieder verschwindet. 

Die Auswertung des Zählers erfolgt mit !/,Spyay„y, = 0 und den Formeln 


YaSPYaYu er In !4SpyaPpYuk == Prk, + Pukz eZ PK gru- (3) 
Damit geht der Zähler von (1) in 


2P4P, Ir Pıku Pukz ! Dh’ Gpu % ME Gzu 
7 2(Pı > k;u) (Pu 7 k,%) = (D, En ku) ga = (Pr ” k;u) k,, (4) 
= (Pu = ku) k; = (D, 22 k,u) Kg 7. m?g;, 
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über. Der zweite Ausdruck dieser Gleichung entspricht wieder der Substitution 
p>Pp + ku. Dieser Ausdruck läßt erkennen, daß bei der Auswertung von (1) 
Terme entstehen, die linear in k, aber auch gleichzeitig in p sind und daher beim 
Integrieren wegen [275] verschwinden. Da die Terme mit p,p, ebenfalls aus 
Symmetriegründen nur Beiträge für A = u und dort die gleichen Beiträge geben, 
kann unter dem Integral p,p, = "/a92„P, gesetzt werden. Beim Einsetzen von (4) 
in (1) und anschließender Auswertung entsteht ein Ausdruck von der Form 

IT,„(k) = k,k,R(k?) m 9] (k2), (5) 
von dem nach (285.5) nur der zweite Term zu meßbaren Größen beiträgt und 
daher allein interessiert. Die Auswertung dieses aus (1) und (4) hervorgehenden 
Terms liefert unter Verwendung von (275.11 und 12) 


P. 
II) = 52 au [ar ee a 


(2r)? [A - pP]? 
0 
di 2 1 P k2 (1 ) 1/,A 1 
ie m: + ku(l u), 1 
= jan (ap! vwer;; + I] 
’ (6) 
1 
die? 4A R In A 
= Jan (m + Pull -w-z)2ir (mp - 5 -1+1n2), 
0 
19; A AlnA 
+lr[m Anp+ kam Li), 


Dieser Ausdruck wird nach den Vorschriften von (281.7 und 8) regularisiert: 
mit D;=0 Yaom=0 m) 
und daher auch Vc;A; = 0. 


Dabei bleiben von (6) nur die Terme übrig, welche In A, enthalten: 
1 


IT(e) = En TG [ du(m? + Bu(l— u) - 4)1nA, 
0 


II) = Zell, (%?) 


(8) 
1 
= 2 Zıc [Aurulı — u) In[m? — Bull —u)]. 

0 


Nunmehr wird gemäß (285.7) 
IT?) = II(us) — (nö — KR) IT (ui) + (ud — KR)? II°(R?) (9) 
der konvergente Term /7°(k?) abgespalten. Die entsprechende Entwicklung von 
(8) liefert für die ersten beiden Terme 


1 
2 2 
rad) = 2; | Aulutull - u) nm + ud... = mLcnmt (10) 
0 


1 
IT (8) = Le; [ Aufull u) Inmi+ nd... = Eoriamt. 
(N) 
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Der konvergente Anteil von (9) folgt hieraus durch Differenzbildung 


(ug — KMPIT°(K?) = II (k-) — IT(ug) + (mg — R2)IT' (18) 


1 
2 11 
- 720 [anal -ui(1- uw) 
ö 
Jetzt wird mit 
mom o—1 Mı, Mg > © (12) 
die Regularisierung zu Ende geführt, und es entsteht 
1 
2 
ITe(k2) = 28 peu ” 12 [du all -u)ln (1 e Fu =). (13) 
0 


ein konvergenter Ausdruck, der sich sofort integrieren läßt. Die Integration er- 
folgt mit der Substitution 


m? 1 1 4m2— k2 
RB ı R 


v=u—ls a? = 


= Fu 2) Tarll-a)fin & ne+0n) 
{) ia 


PR I .\, 2% 1 a a v 
— (27-3) + (oinda +0) + Zaarctah 2 — 2) 


: 2 2 2 / en 
8 2,40 LI 48 2 _2 au 2 ,8]* 
z "ln (a +v) + zararctan etz], 
1 k2 1 1\ 4 1 4 2 
=-7Zuatrzgu (@® +) +a(1+ 5 a*)aretanz. - Zr 
und das Ergebnis lautet: 
& R 4 m2\ 1 1/4m2 — k2 u 
IT (k2) = 2— kl (u — R?) | 2 ) 5 V E arctan Vs 
5 2 m? 4m? — k? 
w-3 = u 2 ame + 20 VrH es 
Ro 5 
‚aretan =3 k? ame}. 
A286 Auswertung von A,(p', p) 
Es bleibt die Einsetzfunktion 
‚ ie? dk yalp—k+m)yulp-k+m)y? 
Alp, P) = om ! ua — Re Lip! — Rh)? — m2] [(p — kyt — m?) “ 
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zu berechnen. Nach Regularisierung mit (281.11) und Auswertung des Nenners 
vom Typ 1/abc* mittels (275.4) entsteht 
. 1 u M® 
r ie? f [ ( _ 
Aut’, P)= a3! | de | »do [da [arzn““. (2) 
0 0 ua 
Hierin bedeutet mit 


a=K&+p?-2kp - m b=-M:+p-2kp-m c=-M-ı (3) 


der Nenner: 


N=a+(b-a)u+(c—b)v 


= + p®? —2kp - m + (P® - pP? —2kp— p'))u 


Hm? pP +2kp-AMv=(k—- p(l -u) — plu — v)) ” 

- (p(l-u)+pw- vo)” +p?(l—u) +pu—v) —m’(l vo) — Av. 
Wir ersetzen hier k — p'(1 — u) — p(u — v) durch k und erhalten 
N=M®-A-M (5) 


A= (pl - u) + pla - v))? - pl u) -Plu-e)+tml-o). 


Mit dieser Form des Nenners N wird zunächst weitergerechnet. 
Der Zähler Z von (2) ist nach der vor (5) erwähnten Substitution 


z=y(pu-pw-v)-k+my(pl-u+v)-p(l-uw-k+ m)y*. 
Die Auswertung von (6) ergibt mit den Formeln (6) 
Yayuy? = u Yapyur! = EP YaYupY? = 4Du 
YaPYup'Y’ = -2p'yup Yapyupy? = —4PuP + 2yuP? (7) 
Yap'yupy‘ = —4p'p — 4pup + 4PyYuP’ + 2P'yup 
und bei Berücksichtigung von kk, = !/ık?y, unter dem Integral 


) 


Z = - (2p”?y„ — 4p'p,) ul — u) — (2y,p? — 4p,p)(u - vl -u4) 

— 2p'yup(u -v)(1 u) — 2(2p'p. + 2PuP — 2PsYup' — P'yuPlull— ut») 
+ Kay, — 2m2y, + 4m (pıu — (u —v))+4m(p(l-u+o)—-p(l- u) 
= -2p?y„u(l — u) — 2y,pX(u - v)(l = u+v) + 2p'y„pv (8) 
+4p (pl <a) ml -urv)urslpla—e) - puu) pl urn) 
+4py„pPull -u+v)+ key, — 2m?y„ + 4m(p,(2u — 1) 
+ p4(1 — 2u + 2v)). 
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Hierbei wurden die in k linearen Glieder fortgelassen, weil sie nach [275] keinen 


Beitrag zum Integral (2) liefern. Nun wird p? = p? — m? + m? usw. gesetzt. 
Dabei entsteht in geeigneter Anordnung 


Z = k2y, — {2m?y„(l — 4» + 02)} + (2(p”? — m?) y„uv + 2y.(p? — m?) 


-v(l —u+ov) +2(p —m)y.(p — m)v + 2(p' — m)(y„mv + 2p,u(l — u) 
— 2p,ull -u+ 0) + 2(my vo +2p,(w -v)l—-u+o) (9) 


— 2p,ull - u + v))(p - m) - 2(p, - W’yuull -u+) 


— 2m(pl — 9,2 - DL - 2u +0) + 2mi(pl + 2, — 2my,)o(l = v)}. 
Dieser Ausdruck kann in der Form 


zzMey,+Z +2 mit Z = -2my(l 4» + 0) (10) 
dargestellt werden. Nunmehr wird in A, die k-Integration nach (275.14 und 17) 
durchgeführt, und es entsteht 


1 u M® 
' de, ; [ [ Zu + Ze + hau 
Alp‘; p) = Er)i 3! [du [var | dA| Ak (ZA Av) 
0 0 1 
1 u M: 9 Z Z 
BL AR ee er. 
= a [an [var (al; (A | 
0 0 7 
(ıl) 
+ x A+M? 1 1 
en Ra x F + © N 17 REN = MEERE 
= in [an [ar E Y„ In Atuv (Zu 4 2 (4; M?n er] 
0 0 
1 u M 
& 2v ZA +2 
= 7 ) du ' dv Er es er] . 
0 0 2 
Dieser Ausdruck soll nach (286.3) in 
A,(p',p) = yub(m) + Ay(p'. pP) (12) 


zerlegt werden. Um Z (m) zu bestimmen, setzen wir p'’ = p = m bzw. p, = p, = my, 
Dabei verschwindet Z, von (9) und (10). Da außerdem A in m?(1 — v)? übergeht, 
entsteht 


1 u 
2 BE v & M?®v Z, . 
Lim) = 1 jr | dv 2 en re le (13) 
0 


0 
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Durch Differenzbildung erhalten wir nun 


1 u 
r Be m2(1-0% ZH+2 Zı 
A,p',p) = 1m [au [av [2v.1n 4  Arupv + m2(l — v)? + ugv (14) 
v f) 


für den konvergenten Anteil von A,. 
Zur expliziten Berechnung von L(m) überführen wir die Integration in 


1 1 1 


1 u 
[du [dv= [dv [du> [dvil-») (15) 
0 ö 0 ® ö 


und erhalten in der Grenze u > 0 


1 
a M?v 2Zm?(l — | 
Lim) = 2 [dv [u -») (In a2] 9) +3 —-v = a er] 
5 (16) 
FE EEE 1 a 
- ln eg tin) 
und damit das Ergebnis 
M 9 17 
| Em = zu {in # +20 8 +3)-- 2m | en 


in Übereinstimmung mit (286.10) und (A 284.24). 


, 


VERZEICHNIS DER VERWENDETEN FORMELZEICHEN 


Hinter der Bedeutung eines Zeichens ist im allgemeinen diejenige Formel: angegeben, in der 
es zum ersten Male auftritt. Abkürzungssymbole und gewöhnliche Koordinaten sind nicht mit 


angeführt. 

A Vierermatrix des Potentials e Elektronenladung (111.2) 

(212.13) &,n vierdimensionale Einheitsvek- 
4; Viererpotential (211.21) toren der Polarisationsrichtung 
4A;(k) FovRieramplitude von A; eines Photons (222.6) 

(222.4) e Raumkomponente von e; 
at,a Erzeugungs- bzw. Vernich- (222.6) 

tungsoperator von Photonen | e Einheitsvektor (122.9) 

(34.1) € elektrische Feldstärke (111.2) 
A=-ieA (233.1) 
A magnetisches Vektorpotential Par elektromagnetischer Feld- 

is) stärketensor (211.22) 

Fa Zahl der inneren bzw. äußeren 

bt, b Erzeugungs- bzw. Vernichtungs- Photonenlinien (281.2) 

operator von Elektronen (34.1) | f Spaltenmatrix (Zustand) 
B magnetische Induktion (111.2) (123.10) 

I Amplitudenfunktion (141.10) 

c Lichtgeschwindigkeit im Va- 

kuum (Vorwort) @ Differentialoperator der 
ch, c Erzeugungs- bzw. Vernichtungs- KLEIN-GoRDoN-Gleichung 

operator von Positronen (34.1) (142.8) 


D, Dyz Drei» Div; D Ausbreitungsfunktionen 
virtueller Photonen (252.2) 
bzw. (273.18) 

D*, D*, D-, D® homogene Ausbreitungs- 
funktion für Photonen (273.18) 


d Differential (111.2) 

94 Viererdifferentialoperator 
(211.17) 

do? dreidimensionales Hyper- 


flächenelement (216.8) 
dx vierdimensionales Volumen- 
element (216.8) 


Energie (113.4) 
E Energieoperator (121.2) 
Zahl der inneren bzw. äußeren 
Elektronenlinien (281.2) 
e Basis des natürlichen Logarith- 
mus (121.3) 


6, Q, Gy, 9, Lösungen der innomogenen 
KLEIn-Gorpon-Gleichung 
(272.1) bzw. (273.2) 

G*, G*, @", G® Lösungen der homogenen 
KLeEin-GorDoN-Gleichung 


(273.2) 

g gyromagnetischer Faktor 
(144.7) 

g Spaltenmatrix (Zustand) 
(123.12) 


metrischer Tensor (211.11) 
Graph (288.1) 


g 

H Hamiıuitonfunktion, -operator 

(113.2) bzw. (121.5) 

H HAMILITONoperator der DIRAC- 
gleichung (131.1) 

H Hamıtronsche Dichte (33.10) 

h Pranorsche Konstante (Vor- 
wort) 


‚BR n 
m, 


K 
K' 
K(1,2) 


K® (1.2) 


m 


n”»% 


Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen 


dimensionslose HAMILTON- 
matrix (137.7) 
Einteilchen-HAMILToN- 
operator (171.1) 


Einheitstensor (122.8) 
Imaginärteil einer komplexen 
Zahl (272.5) 

imaginäre Einheit (121.3) 


Drehimpulsquantenzahl (155.6) 
Viererstromdichte (211.19) 
Viererstromdichte, von der 
Massenverteilung bzw. von der 
magnetischen Dipoldichte her- 
rührend (217.4) 

mech. Drehimpuls (154.1) 
Teilchendrehimpuls (134.16) 
Stromdichtevektor (151.2) 
Stromdichtevektor, von der 
Massenverteilung herrührend 
(252.1) 

Stromdichtevektor, von der 
magnetischen Dipoldichte her- 
rührend (152.13) 
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operator (156.8) 
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operator (155.12) 
Ausbreitungsfunktion der 
Elektronen (231.7) 
Elektronenausbreitungsfunk- 
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tors (155.12) 
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(255.3) 
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symbolischer Integraloperator 
der Ausbreitungsfunktion 
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Drehimpulsoperator (124.12) 
Bahndrehimpuls (134.16) 
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Regularisierungsmasse (281.10) 
Matrizen (136.1) 

Ruhmasse (111.2) 

Eigenwert der z-Komponente 
des Spindrehimpulses (134.19) 
Regularisierungsmassen (281.8) 
Eigenwert der 2-Komponente 
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(156.2) 

Eigenwert der z-Komponente 
des Bahndrehimpulses (156.1) 
Eigenwert der 2-Komponente 
des Spindrehimpulses (156.2) 
Operator des Drehmomentes 
(124.13) 

magnetische Dipoldichte 
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Leistung (124.17) 
abgestrahlte Leistung (245.9) 
Normierung (141.9) 
Teilchenzahl (171.3) 
Hauptquantenzahl (164.2) 
Teilchenzustände (171.3) 
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Maximalimpuls (281.3) 
Energieimpulsvektor (218.1) 
mechanischer Impulsoperator 
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Po = Y(mc)? + p? Abkürzung (137.13) 
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kanonischer Impulsoperator 
(121.7) 

radialer Impulsoperator 
(162.4) 

elektrische Dipoldichte (152.1) 
kanonischer Impuls (113.1) 
kanonischer Impulsoperator ‚ 
(121.2) 


elektrische Ladung (151.1) 
kanonische Koordinate 
(121.7) 

Impulsoperator in Matrixform 
(212.13) 

mechanischer Impuls (111.3) 


Realteil einer komplexen 
Funktion (272.5) 

klassischer Elektronenradius 
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Ortsvektor (112.1) 
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unitäre Transformations- 
matrix (213.1) 
Ausbreitungsfunktion für vir- 
tuelle Elektronen- und Positro- 
nenzustönde (253.5) 

Spur einer Matrix (234.10) 
Eigenwert des Spindrehimpul- 
ses (134.19) 

Spin eines Photons (223.9) 
Spindrehimpuls (134.16) 
S-Matrix (233.3) 


Zeitdifferenz (121.18) 
kinetische Energie (124.17) 
Zeitordnungsoperator (37.6) 
Variable der Zeit (111.6) 


elektrisches Potential (111.5) 
stationäre zeitunabhängige 
Lösung der Diracgleichung 
(137.3) 


mechanisches Potential (123.6) 
Zweiteilchenwechselwirkungs- 
potential (171.10) 
Geschwindigkeit (121.19) 
Geschwindigkeit (124.3) 
Normierungsvolumen (137.3) 


Wahrscheinlichkeit (121.11) 
Wahrscheinlichkeitsdichte 
(121.19) 


Vierervektor des Orts (211.4) 
Kugelfunktionen (161.2) 


SOMMERFELDsche Feinstruk- 
turkonstante (144.8) 
Geschwindigkeitsmatrix (131.1) 


Ruhenergiematrix (113.20) 
bzw. (131.1) 


Zerfallskonstante (121.19) 
Komponenten der y-Matrix 
(212.11) 


LaPptAckoperator (33.1) 
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kung (122.15) 
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Einsetzungsfunktion für Pho- 
tonenvertizes (288.13) 
Differential in der Funktional- 
ableitung (32.2) 

kleine Änderung einer Größe 
(112.6) 

Deltafunktion (121.14) 
vierdimensionale Deltafunk- 
tion (231.10) 
Deltaplusfunktion (273.14) 
KRoNECcKERsymbol (122.3) 


Konvergenzfaktor (255.3) 
Dielektrizitätskonstante (Vor- 
wort) 

Eigenwerte des Einteilchen- 
Hamıtrtoxoperators (171.2) 
Projektionsvektor der kom- 
plexen Ebene (134.30) 
infinitesimale Transformations- 
matrix (215.10) 

(244.5) 


Eigenfunktion zur Ruhenergie- 
matrix (132.4) 
Energiedichte (221.5) 


Kanonischer Tensor (218.2) 
Einschaltfunktion (233.9) 
Einschaltfunktion (231.7) 


Streuwinkel (234.19) 


Einsetzungsfunktion für Ver- 
texteile (286.1) 
Comproxwellenlänge (131.11) 
reziproke Compronwellen- 
länge (131.11) 

magnetisches Moment (144.5) 
magnetisches Bahnmoment 
(144.6) 

magnetisches Spinmoment 
(144.6) 


Einsetzungsfunktion für Pho- 
tonenselbstwechselwirkung 
(285.3) 

Impulsdichtevektor (221.5) 


Knotenzahl der radialen 
Wellenfunktion (156.1) 


230 


r, t, 
4,9, 


Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen 


Ladungsdichte (151.2) 
Ladungsdichte, von der Mas- 
senverteilung herrührend 
(152.1) 

Ladungsdichte, von der Polari- 
sation herrührend (152.6) 
Ruhladungsdichte (211.19) 


Summenzeichen (122.3) 
Einsetzungsfunktion für Elek- 
tronenselbstwechselwirkung 
(284.2) 

Wirkungsquerschnitt (121.19) 
Spinmatrix (134.1) 
Spintensor (212.16) 


pseudoskalare Matrix (135.1) 
Eigenzeit (211.15) 


Zustandsvektor im HiLBERT- 
raum (31.10) 

Wellenfunktion (122.2) 
Wellenfunktion für Mesonen 
(221.2) 

Wellenfunktion für Positronen 
(241.4) 


Eigenfunktion der z-Kompo- 
nente des Spins (134.22) 


Vielteilchenwellenfunktion 
(171.3) 

Zustandsvektor im HILBERT- 
raum (31.11) 
Einteilchenwellenfunktion 
(131.1) 


Raumwinkel (162.15) 
Kreisfrequenz (121.1) 


Skalare (Vorwort) 
Operatoren [122] 


At, gt, p' 


,U,B,e 


YPY 
vW,9,® 


hermitisch konjugierte Opera- 
toren (123.1) 

Vektoren [111] 
Vektoroperatoren (121.4) 
Matrizen (131.1) 
Matrixoperatoren (131.1) 
konjugiert komplexe Matrizen 
(123.1) 

hermitisch konjugierte Ma- 
trizen (131.7) 

transformierte Matrizen 
(213.3) 

adjungierte Matrixoperatoren 
(214.9) 

Matrixvektoren (131.1) 
Vierervektoren (211.4) 
Tensoren (112.3) 
Vierertensoren [211] 


Erwartungswerte (122.12) 
Übergangselemente (233.10) 
Wellenfunktionen (121.2) 
Spinoren (Wellenfunktionen) 
(123.10) 

hermitisch konjugierte Wellen- 
funktionen (123.11) 
adjungierte Wellenfunktionen 
(214.8) 

Zustände (121.9) 


Differentialquotient (111.2) 


partieller Differentialoperator 
(111.4) 


Vektordifferentialoperator 
(111.4) 

Viereckoperator (131.11) 
Viererdifferentialoperator 
(211.17) 

Größe, die man aus u durch 
Einsetzen von Selbstenergie- 
und Vertexgraphen erhält 
(284.14) 

Trennzeichen zwischen 
Vektoren (112.3) 
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adjungierte Wellenfunktion 93, 97 

ANDERSON 82 

Anfangszustand 110£f., 119, 134, 148, 210, 
212, 215 5 

antihermitisch 49, 52, 92 

Antiparallelstellung 61f., 64 

antisymmetrische Wellenfunktion 78ff., 81, 
125 

Antivertauschbarkeit 21, 24f., 27, 32, 33, 68 

Atomanregung 128 

Aufenthaltswahrscheinlichkeit 79 

Ausbreitung elektromagnetischer Wellen 84, 
102, 104 

Ausbreitungsfunktionen 111ff., 113f., 134, 
135 f., 136, 137 fi., 142 £., 154 fl., 156f., 
158ff., 172, 218 

—, Integraldarstellung 156, 173 

äußere Linien 139, 144, 170ff., 175, 197 

ausgestrahlte Leistung 133, 146 

Austauschenergie 79 

Austauschglied 134, 135 

avancierte Ausbreitungsfunktion 159 

«&-Matrix 20f., 25, 26, 33 
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Eigendrehimpuls 109 


232 


Eigenfunktionen s. Eigenzustände 

Eigenrotation des Elektrons 27f., 48 

Eigenwerte s. Eigenzustände 

Eigenwertgleichungen s. Eigenzustände 
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elektrische Dipoldichte 57 

elektrisches Dipolmoment 56f. 

Elektron 2, 169 

—, freies 8, 20f., 35 

—, gebundenes 132 
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Elektronenlinien 123, 144 

—, äußere 144, 170£., 197 

—, geschlossene 138, 143, 171, 176 ff. 

—, innere 136ff., 142, 144, 170 

Elektronenradius, klassischer 147 

Elektronenstreuung 123£., 128, 134f. 

Elektronenvertex 184f., 195, 197 

Elektron-Positron-Paare 48, 124 
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Erhaltungssatz, allgemeine Formulierung 97 

— der Energie 58, 100f. 
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— von Paaren 82, 124f., 128 

Erzeugungsoperator 209 
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Feinstruktur des Wasserstoffs 75ff. 
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—, zentralsymmetrisches 61f., 65 
Feldgleichungen 205f. 

Feldmasse 178 

Feldquantelung 200, 216 
Feldstärketensor, elektromagnetischer 87 
Feldtheorie 202, 205 

FEeynman 159, 164 

Feynmansche Integrationstricks 164 ff. 
FOURIER 41 

Fouvrizrzerlegung 41, 119, 207 

freie Elektronen 8, 20, 49, 128, 207 
Freiheitsgrad 200, 202 
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Furrvsches Theorem 177, 192 
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Geschwindigkeit 11, 25, 38 
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Graphen 83, 123£., 127ff., 132, 135, 139, 
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Grundzustand im Wasserstoffatom 80. 
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y-Quant 129 


Hamiıtronfunktion 5ff., 9, 17, 200, 204, 206, 
208 

HamıtTonoperator 9,15,20f.,40, 46,49, 54, 77 

—, nichtrelativistischer 17, 4 

Hauptquantenzahl 75f. 

HEISENBERG 201 

HEISEnBERGdarstellung 201 

hermitisch 12, 15f., 91 

hermitisch konjugiert 14f., 93 

Hırnsertraum 201, 211 


Impuls 8, 12, 39, 87, 102, 108 

— eines Photons 81, 108 

—, kanonischer 4, 41, 89, 200, 205 
—, mechanischer 2, 59, 100 
Impulsdarstellung 144 


233 


Impulsintegration 119, 144, 165f., 169 
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kanonische Bewegungsgleichung 6f., 204,210 
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kräftefreie Bewegung 23, 40 
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Zukunftskegel 113, 138 

Zustand 9f., 16, 209 
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NATURKONSTANTEN 


Gravitationskonstante y/&rc = 6,674 - 10-1! kg=im3s? 
Permeabilitätskonstante Ko = 4 : 10°” Vs/Am 
Dielektrizitätskonstante &, = 8,854 - 101? As/Vm 
1/4re, = 8,988 - 10° Vm/As 
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c= 1/Vey = 2,997 93 - 10° m/s 
Ladung des Elektrons e = — 1,602 - 1019 As 
€= e//4re, = — 1,519 - 101% (Wsm)V/? 
Spezifische Ladung des Elektrons e/m = — 1,7589 - 101! As/kg 
Ruhmasse des Elektrons m = 9,108 - 10-21 kg 
Ruhenergie des Elektrons mc? = 0,511 MeV 
Verhältnis der Protonen- zur Elektronenmasse m,/m = 1836,1 
Masse des Protons m, = 1,672 - 10-27 kg 
Masse des Neutrons m, = 1,675 10°?” kg 
Prancksches Wirkungsquantum h = 6,625 - 108: Ws? 
h = h/2r = 1,054 . 10-3: Ws? 

Feinstruktur-Konstante & = €2/hc = 7,2973 - 10°? = 1/137,04 
BonHsscher Radius a, = h?/me? = 0,52917 - 10°1° m 
Comrronwellenlänge des Elektrons A. = h/mc = 2,426 - 10-1? m 

Ac = &a, = h/mc = 0,386 : 10-1? m 
Klassischer Elektronenradius 10 = aa, = €:/mc? = 2,818 - 1015 m 


BoHrsches Magneton |e|h/2m = 0,9273 - 10-2? Am? 
Energieeinheiten 1 Ws = I1m?kg/s? 
leV = 1,602 - 1019 Ws 
lkcal = 4185 Ws 


a 
; 


